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Predslov

Zimná ²kola zo symplektickej geometrie sa uskuto£nila v d¬och 5.-9. 2. 2007
na Fakulte matematiky, fyziky a informatiky UK Bratislava. Bola myslená ako
jednoduchý úvod do symplektickej geometrie aj jej aplikácií, ktorý by bol vhodný
pre ²tudentov matematiky aj fyziky. Pôvodne sme o£akávali do 30 ú£astníkov;
napokon sa zú£astnilo 62 ©udí, z toho asi polovica z �eskej republiky. Dúfame
teda, ºe ²kola prispela k spolupráci a porozumeniu medzi fyzikmi a matematikmi,
ako aj medzi �echmi a Slovákmi.

Predná²ajúci jednotlivých predná²ok sú v tomto zborníku vyzna£ení iniciálami:
Marián Fecko (MF), Július Korba² (JK), Martin Niepel (MN), Pavol �evera (P�).

Zimná ²kola bola uskuto£nená v rámci projektu ESF JPD 3 2005/NP1-013,
Iniciovanie centra pokro£ilých ²túdií z fyziky. Na jej uskuto£nenie �nan£ne prispeli
Nadácia SPP, pán a pani Adrián Volo²in a Iveta Batyková a Slovenská fyzikálna
spolo£nos´. V²etkým srde£ne ¤akujeme!

Denis Kochan a Pavol �evera, organizátori
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PREDNÁ�KA 1

Diferenciálne formy 1 (MF)

Motto: Symplektická geometria bez foriem je ako rastlina bez listov.

• Lineárna algebra foriem (tenzory, objemy 7→ formy, operácie na nich)
• Formy na variete (súradnicové vyjadrenie, algebraické operácie)
• Pull-back, vonkaj²ia derivácia, Lieova derivácia foriem, Cartanov vzorec
LV = iV d + diV a podobne

Táto Zimná ²kola sl'ubovala, ºe je pre tých, �ktorí by sa chceli oboznámit' so základmi
symplektickej geometrie.� Centrálnym objektom symplektickej geometrie je istá
²peciálna diferenciálna forma. Preto si v úplne prvej predná²ke povieme (pripome-
nieme) niekol'ko elementárnych faktov o diferenciálnych formách v²eobecne. Nie
vel'a, vrcholom bude Cartanov vzorec LV = iV d + diV . Kto ho pozná a rozumie
mu, ni£ nové ani zaujímavé sa tu nedozvie.

Je viacero spôsobov ako motivovat' zavedenie vonkaj²ích foriem (²peciálne difer-
enciálnych). Jeden z nich vychádza zo snahy po£ítat' objemy rovnobeºnostenov a
vyústi do integrovania foriem na varietách. Integrovanie priblíºi vo svojej pred-
ná²ke Pal'o �evera. V mojej budú základy lineárnej algebry foriem, algebry foriem
na variete a diferenciálneho po£tu foriem.
Za£nime tou lineárnou algebrou.
Duálny priestor. Majme n-rozmerný vektorový priestor L. Pripome¬me si najprv
pojem duálneho priestoru: je to priestor lineárnych zobrazení

α : L → R v 7→ α(v) ≡ 〈α, v〉 ∈ R

Prvky L voláme vektory a prvky L∗ kovektory. V L∗ existuje prirodzená lineárna
²truktúra

〈α + λβ, v〉 := 〈α, v〉+ λ〈β, v〉 α, β ∈ L∗, λ ∈ R

takºe výraz 〈 . , . 〉 je lineárny v oboch okienkach. Ak za�xujeme v L l'ubovol'nú
bázu ea, v L∗ sa dá zaviest' n kusov kovektorov ea vzt'ahmi

〈ea, v〉 ≡ 〈ea, vbeb〉 := va a ²peciálne 〈ea, eb〉 := δa
b

L'ahko sa overí, ºe tieto kovektory tvoria bázu priestoru L∗, takºe l'ubovol'ný kovek-
tor má (jednozna£ný) rozklad

α = αaea αa := 〈α, ea〉

Tenzory typu (0, p). Zobrazenie t, ktoré priradí p kusom vektorov (jedno) reálne
£íslo

t : L× · · · × L → R v, . . . , w 7→ t(v, . . . , w) ∈ R
pri£om výsledné £íslo zavisí lineárne od kaºdého argumentu zvlá²t' (povie sa, ºe
zobrazenie je polylineárne alebo multilineárne), sa volá tenzor typu (0, p). �peciálne
prípady sú kovektory (p = 1) a bilineárne formy (p = 2). Pre p = 0 sa de�nuje, ºe
tenzory typu (0, 0) sú jednoducho £ísla (nemám ani jeden vektor a mám tomu aj
tak priradit' £íslo ⇒ musím to £íslo mat' uº na za£iatku.) Tenzory typu (0, p) tvoria
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1. DIFERENCIÁLNE FORMY 1 (MF) 5

prirodzene (podobne ako to bolo v ²peciálnom prípade L∗) lineárny priestor T 0
p (L),

ak sa poloºí
(t + λs)(v, . . . , w) := t(v, . . . , w) + λs(v, . . . , w)

Aký je jeho rozmer? Ak pre v²emoºné a, . . . , b = 1, . . . , n zavedieme tenzory ea ⊗
· · · ⊗ eb vzt'ahom

(1) (ea ⊗ · · · ⊗ eb)(v, . . . , w) := va . . . wb

a ²peciálne

(2) (ea ⊗ · · · ⊗ eb)(ec, . . . , ed) = δa
c . . . δb

d

tak sa l'ahko overí, ºe tvoria bázu priestoru T 0
p (L), takºe l'ubovol'ný tenzor má

(jednozna£ný) rozklad

(3) t = ta...be
a ⊗ · · · ⊗ eb ta...b := t(ea, . . . , eb)

Rozmer priestoru T 0
p (L) je teda np (£ísla ta...b sú komponenty tenzora t vo£i báze

(2)).
H Pripome¬me, ako je de�novaný tenzorový sú£in (operácia ºiarovka): ak t a s
sú typu (0, p) a (0, q), tak t⊗ s je typu (0, p + q) a funguje takto:

(t⊗ s)(u, . . . , v, w, . . . , z) := t(u, . . . , v)s(w, . . . , z)

a teda (t⊗ s)a...bc...d = ta...bsc...d

Overí sa, ºe je asociatívny (plus bilineárny a nekomutatívny) a ºe (2) je ²peciálny
prípad. N

Formy v L. Uvaºujme n kusov vektorov v, . . . , w a natiahnime na ne rovnobeºnos-
ten. Predstavme si, ºe by sme chceli vyrátat' jeho objem. Tento objem je iste nejaké
reálne £íslo, takºe vediet' vyrátat' spomínaný objem znamená poznat' isté zobrazenie

α : L× · · · × L → R v, . . . , w 7→ α(v, . . . , w) ∈ R

Z obrázkov v dvoj- a trojrozmernom priestore nahliadneme, ºe toto zobrazenie je
lineárne v kaºdom argumente.

(S tou linearitou to nie je celkom triviálne, ak v lineárnych kombináciách uvaºu-
jeme aj záporné koe�cienty (£o, samozrejme, poºiadavka linearity obsahuje). Naprík-
lad chceme, aby α(−v, . . . , w) = −α(v, . . . , w), £o ale znamená, ºe pripú²t'ame
aj záporné objemy. Ked' sme uº boli pristihnutí, £estne priznávame, ºe naozaj
pripú²t'ame. To, £o po£ítame (a £o je dané uvaºovaným lineárnym zobrazením),
sa presnej²ie volá orientovaný objem.)

Vzorec pre objem je teda daný nejakým tenzorom typu (0, n). Tento tenzor je
v²ak dost' ²peciálny, lebo musí zabezpe£it' prirodzenú poºiadavku, aby �spl'asnutým�
(o�ciálne degenerovaným) rovnobeºnostenom priradil nulový objem. Degenerovaný
rovnobeºnosten spoznám tak, ºe sa nat'ahuje na vektory, ktoré nie sú lineárne
nezávislé (to, £o sa na ne nat'ahuje, teda má men²í rozmer, ako keby boli lineárne
nezávislé). Ak má mat' kaºdý degenerovaný rovnobeºnosten nulový objem, zobraze-
nie α musí byt' úplne antisymetrické.
H Chceme, aby pre kaºdý vektor w platilo α(. . . , w, . . . , w, . . . ) = 0 (lebo dva
vektory sú rovnaké, takºe rovnobeºnosten je spl'asnutý). Potom ale

0 = α(. . . , v + u, . . . , v + u, . . . )

= α(. . . , v, . . . , v, . . . ) + α(. . . , u, . . . , u, . . . )

+ α(. . . , v, . . . , u, . . . ) + α(. . . , u, . . . , v, . . . )

= 0 + 0 + α(. . . , v, . . . , u, . . . ) + α(. . . , u, . . . , v, . . . )
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takºe

(4) α(. . . , v, . . . , u, . . . ) = −α(. . . , u, . . . , v, . . . )

N
Máme tak celkom dobrú motiváciu ²tudovat' úplne antisymetrické tenzory typu

(0, n). A aby sme mohli po£ítat' aj objemy menejrozmerných rovnobeºnostenov, ako
je rozmer celého priestoru (napríklad plochu ²tvorca v trojrozmernom priestore),
potrebujeme v²eobecne aj úplne antisymetrické tenzory typu (0, p) v n-rozmernom
priestore (0 ≤ p ≤ n). Takéto tenzory sa volajú p-formy v (n-rozmernom) lineárnom
priestore L. Dajú sa (ako v²etky tenzory) lineárne kombinovat' a teda tvoria lineárny
priestor. Je to podpriestor priestoru T 0

p (L) a budeme ho ozna£ovat' ΛpL∗. Prípady
p = 0, 1 sú výnimo£né, lebo tam antisymetria nemá zmysel a tie sa iba prirodzene
dode�nujú:

Λ0L∗ := T 0
0 (L) ≡ R Λ1L∗ := T 0

1 (L) ≡ L∗

De�nícia komponent (3) a vlastnost' (4) ukazujú, ºe (aj) komponenty foriem sú
úplne antisymetrické

α...a...b... = −α...b...a... takºe αa...b = α[a...b]

V²imnime si, ºe tenzorový sú£in �nere²pektuje formy�: ak tenzorovo vynásobím
dve formy, výsledok uº v²eobecne nie je forma (výsledný tenzor nemá úplnú anti-
symetriu). To by bolo dost' mrzuté, keby sa to nedalo opravit'. Ale dá sa. Zareg-
istrujeme totiº moºnost' dôleºitej projekcie tenzorov na podpriestor foriem (vydelenie
(úplne) antisymetrickej £asti tenzora):

Alt : T 0
p (L) → ΛpL∗ ta...b 7→ t[a...b] Alt ◦Alt = Alt

Pomocou nej l'ahko dodato£ne opravíme, £o tenzorový sú£in trochu nezvládol - po
tenzorovom sú£ine foriem aplikujeme na výsledok e²te projekciu na (úplne) an-
tisymetrickú £ast' a výsledok uº bude formou. Tento sú£in sa volá vonkaj²í sú£in
foriem
(5)

α ∧ β :=
(p + q)!

p!q!
Alt (α⊗ β) takºe (α ∧ β)a...bc...d =

(p + q)!
p!q!

α[a...bβc...d]

Tento sú£in má nasledujúce uºito£né vlastnosti:

bilinearita α ∧ (β + λτ) = α ∧ β + λα ∧ τ

(β + λτ) ∧ α = β ∧ α + λτ ∧ α(6)

asociatívnost' (α ∧ β) ∧ γ = α ∧ (β ∧ γ)(7)

Z-graduovaná komutatívnost' α ∧ β = (−1)pq
β ∧ α(8)

a ²peciálne pre bázu 1-foriem ea ∧ eb = − eb ∧ ea(9)

(V prvých dvoch riadkoch je λ ∈ R, v predposlednom je α p-forma a β je q-forma.)
Rozklad formy podl'a bázy sa dá zapísat' nielen cez tenzorové sú£iny (to sa ur£ite

dá, ved' je to len ²peciálny tenzor), ale aj tak, ºe bude obsahovat' výlu£ne vonkaj²ie
sú£iny:

(10) α =
1
p!

αa...b ea ∧ · · · ∧ eb

Príklad: ked' sa vzorec (10) rozpí²e na drobné, tak v trojrozmernom lineárnom
priestore L s bázou e1, e2, e3 (a duálnou e1, e2, e3 v L∗) dostávame nasledujúce
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vyjadrenia najv²eobecnej²ích p-foriem:

p = 0 α = k1

p = 1 α = k1e
1 + k2e

2 + k3e
3

p = 2 α = k1e
1 ∧ e2 + k2e

2 ∧ e3 + k3e
1 ∧ e3

p = 3 α = k1e
1 ∧ e2 ∧ e3

kde ki sú l'ubovol'né kon²tanty.
Zápis (10) je mimoriadne vhodný pre praktické manipulácie s formami. Napríklad z
vlastností ∧ (pozri (6) - (9)) vyplýva, ºe celá práca pri výpo£te vonkaj²ieho sú£inu
α ∧ β takto rozloºených foriem spo£íva v týchto krokoch:

- zápise rozloºených foriem za sebou
- roznásobení £lenov (kaºdý s kaºdým)
- presunutí v²etkých kon²tánt dopredu
- vy²krtnutí £lenov, ktoré obsahujú niektorý bázový kovektor ea viac ako
raz (taký £len je nulový vd'aka antikomutácii bázových kovektorov (9):
ea ∧ eb = −eb ∧ ea ⇒ e1 ∧ e1 = e2 ∧ e2 = · · · = 0).

Nech napríklad opät' dim L = 3, báza L∗ je e1, e2, e3 a nech

α = 2e1 + e3 β = −3e1 ∧ e3 + 4e2 ∧ e3

Potom

α ∧ β = (2e1 + e3) ∧ (−3e1 ∧ e3 + 4e2 ∧ e3)

= −6 e1 ∧ e1︸ ︷︷ ︸
0

∧e3 + 8e1 ∧ e2 ∧ e3 − 3 e3 ∧ e1︸ ︷︷ ︸
−e1∧e3

∧e3 + 4 e3 ∧ e2︸ ︷︷ ︸
−e2∧e3

∧e3 =

= 8e1 ∧ e2 ∧ e3 + 3e1 ∧ e3 ∧ e3︸ ︷︷ ︸
0

−4e2 ∧ e3 ∧ e3︸ ︷︷ ︸
0

=

= 8e1 ∧ e2 ∧ e3

V²imneme si, ºe komponenty p-foriem majú p indexov. �peciálne komponenty
1-foriem sú jednoindexové objekty a komponenty 2-foriem sú dvojindexové objekty,
pri£om oba indexy prebiehajú rovnaký po£et hodnôt (v n-rozmernom priestore 1
aº n). To znamená, ºe komponenty dva-foriem môºeme gra�cky zobrazovat' ako
²tvorcové antisymetrické matice. Príklad: ak uvaºujem ²tvorrozmerný priestor L,
tak jedna konkrétna identi�kácia 2-formy a matice jej komponent je

α = e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4 ↔ αab =


0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0


Vel'mi dôleºitou (a zárove¬ jednoduchou) algebraickou operáciou na formách je

vnútorný sú£in formy s vektorom. Pre daný vektor v ∈ L to je zobrazenie α 7→
ivα ≡ vy α, ktoré spo£íva v tom, ºe vektor v dosadíme ako prvý argument do
p-formy α, t.j.

(ivα)(u, . . . , w) := α(v, u, . . . , w) α ∈ ΛpL∗, p ≥ 1

ivα := 0 p = 0(11)
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Vzhl'adom na mimoriadnu jednoduchost' svojho zavedenia má aº prekvapujúco vel'a
zaujímavých (a pre praktické manipulácie uºito£ných) vlastností. Spome¬me tieto:

(ivα)a...b = vcαca...b komponentný vzor£ek

iviw = −iwiv antikomutatívnost'

iv+λw = iv + λiw linearita

iv(α + λβ) = ivα + λ ivβ linearita (iná)

iv(α ∧ β) = (ivα) ∧ β + (η̂α) ∧ (ivβ) grad. Leibnizovo pravidlo

Formy na variete. Pripome¬me, ºe varietu robí varietou to, ºe na nej v okolí
kaºdého bodu fungujú lokálne súradnice (x1, . . . , xn). Ukazuje sa, ºe v kaºdom bode
P variety M existuje kanonický n-rozmerný lineárny priestor, dotykový priestor v
P . Jeho prvky sa volajú vektory v bode P a samotný priestor sa ozna£uje TP M .
Ako bázu tohoto priestoru môºeme zobrat' súradnicovú bázu ∂1|P , . . . , ∂n|P . Duálnu
bázu k nej tvoria kovektory dx1|P , . . . , dxn|P (je to báza kodotykového priestoru
T ∗

P M). Ak na týchto symboloch vynecháme referen£ný bod P , dostaneme �bázové�
vektorové a kovektorové polia; sú bázové v tom zmysle, ºe ich hodnoty v kaºdom
bode P poskytujú bázu dotykového resp. kodotykového priestoru v P (teda netvoria
bázu nad R pre v²etky vektorové polia!).

Formy sa na varietu dostanú jednoducho tak, ºe sa ako priestor L vezme
dotykový priestor TP M . Potom je z (10) zrejmé, ºe v²eobecná p-forma na variete
sa dá zapísat' (uº ako pole v súradnicovej oblasti) v tvare

(12) α =
1
p!

αi...j(x) dxi ∧ · · · ∧ dxj

Priestor p-foriem na variete M sa ozna£uje Ωp(M).
Príklad: Vzorec (12) pre dvojrozmernú sféru S2 so súradnicami ϑ, ϕ hovorí, ºe tam
máme nasledujúce lokálne vyjadrenia najv²eobecnej²ích p-foriem:

p = 0 α = f1(ϑ, ϕ)

p = 1 α = f1(ϑ, ϕ) dϑ + f2(ϑ, ϕ) dϕ

p = 2 α = f1(ϑ, ϕ) dϑ ∧ dϕ

kde fi(ϑ, ϕ) sú l'ubovol'né (hladké) funkcie na sfére.
S formami na variete môºeme �pobodovo� robit' v²etky operácie, ktoré poznáme

z algebry foriem v lineárnom priestore L. Napríklad na sfére S2 môºeme robit'
výpo£ty typu

[sinϕ dϑ] ∧ [cos ϑ dϕ] = cos ϑ sinϕ dϑ ∧ dϕ

i3∂ϕ
[cos ϕ dϑ ∧ dϕ] = −3 cos ϕ dϑ

Na variete v²ak pristupujú aj nové moºnosti, lebo sa tu dá derivovat' (a tieº integrovat',
pozri predná²ku Pal'a �everu).
Diferenciálny po£et foriem. Spomenieme tri operácie - pull-back, Lieovu derivá-
ciu a vonkaj²iu deriváciu.

Majme dve variety a zobrazenie medzi nimi, f : M → N . Navy²e e²te majme
formu α na variete N . Pull-back f∗ je operácia, ktorou sa forma α �t'ahá spät'� (=
proti smeru f) a jeho výsledkom je uº forma f∗α na M . Abstraktne to pobodovo
funguje takto

(f∗α)(v, . . . , w) := α(f∗v, . . . , f∗w)

kde f∗v je ²tandardné ozna£enie pre push-forward vektora v (�tla£íme ho dopredu�,
z bodu P na M do bodu f(P ) na N).

[Pull-back nie je ²peci�kum foriem. Dá sa rovnako dobre robit' s hocijakými
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tenzormi s dolnými indexmi (nemusia byt' teda úplne antisymetrické; príklad - in-
dukovaný metrický tenzor), ba niekedy (ked' existuje hladké inverzné zobrazenie
f−1) dokonca s l'ubovol'nými tenzormi (môºu mat' aj horné indexy).]

Odtial' hned' vychádzajú jeho kl'ú£ové vlastnosti

f∗(α ∧ β) = (f∗α) ∧ (f∗β) f∗(dΦ) = d(f∗Φ) = d(Φ ◦ f)

a z nich ihned' dostávame vzorec na výpo£et pull-backu formy zadanej v súrad-
niciach:

f∗α ≡ f∗

 1
p!

αa...b(y)

p £lenov︷ ︸︸ ︷
dya ∧ · · · ∧ dyb


=

1
p!

αa...b(y(x)) Ja
i (x) . . . Jb

j (x) dxi ∧ · · · ∧ dxj︸ ︷︷ ︸
p £lenov

Vidno, ºe pull-back nie je �diferenciálnou� operáciou na formách - nederivujú sa
komponenty pull-backovanej formy, ale (len) funkcie ya(x), ktoré opisujú zobrazenie
f . Naozajstnými diferenciálnymi operáciami na formách sú ale Lieova a vonkaj²ia
derivácia, ktoré sa ozna£ujú LV a d.

Uvaºujme na M vektorové pole V . Ak kaºdý bod posunieme o t po integrálnej
krivke pol'a V , vznikne zobrazenie Φt : M → M . Jeho pull-back Φ∗

t potom posúva
tenzorové polia o t proti smeru integrálnych kriviek pol'a. Rozdiel tenzora, ktorý
sme spät' do bodu x pritiahli a tenzora, ktorý v bode x bol (v limite prit'ahovania
z £oraz bliº²ieho bodu) meria to, ako sa dané tenzorové pole A mení v smere pol'a
V . Presnou mierou tejto zmeny je Lieova derivácia LV A := (d/dt)|0Φ∗

t A.
Lieova derivácia, podobne ako pull-back, nie je ²peci�kum foriem. Dá sa po£ítat'

z hocijakého tenzorového pol'a.
Naopak vonkaj²ia derivácia funguje len na formách. Je � jadrom� základných

diferenciálnych operácií vektorovej analýzy v E3 (gradient, divergencia, rotácia
a Laplaceov operátor), ale aj ich rôznych d'alekosiahlych zov²eobecnení. Najprirodze-
nej²ou motiváciou pre jej zavedenie je integrálny po£et - dá sa v ¬om zaviest' �tak,
aby platila Stokesova veta� (kl'ú£ový výsledok integrálneho po£tu foriem). Je to
zobrazenie na formách, ktoré má nasledujúce vlastnosti:

1. d : Ωp(M) → Ωp+1(M) zobrazenie stup¬a + 1

2. d(α + λβ) = dα + λdβ R− linearita (λ ∈ R)
3. df = df vpravo je gradient funkcie f

4. dd = 0 nilpotentnost'

5. d(α ∧ β) = (dα) ∧ β + (η̂α) ∧ dβ grad. Leibnizovo pravidlo

t.j. d je derivácia Cartanovej algebry stup¬a +1 (body 1.,2.,5.)), ktorá je navy²e
nilpotentná (bod 4.) a na stupni 0 sa zhoduje s gradientom funkcie (bod 3.). Ukazuje
sa, ºe vlastnosti 1.-5. úplne charakterizujú operátor d a vyplýva z nich komponentný
vzorec

(dα)i...jk := (−1)p (p + 1) α[i...j,k] α ∈ Ωp(M)

�asto sa v²ak vypo£íta vonkaj²ia derivácia konkrétnej formy rýchlej²ie pouºitím jej
vlastností 1.-5. ako z uvedeného komponentného vzorca. Napríklad

d(xdy − ydz) = dx ∧ dy + x ∧ ddy − dy ∧ dz − y ∧ ddz = dx ∧ dy − dy ∧ dz

Na záver spome¬me niekol'ko uºito£ných identít, ktoré platia medzi zavedenými
operáciami na formách. Dávajú do súvisu Lieovu deriváciu, vonkaj²iu deriváciu,
vnútorný sú£in a pull-back foriem a £asto sa vyuºívajú aj v symplektickej geometrii.
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Ich dôkazy si môºe skúsit' £itatel' rozmysliet' sám, prípadne sa in²pirovat' literatúrou
(sú napríklad aj v knihe [Fecko])

LV = iV d + d iV

[LV , iW ] ≡ LV iW − iW LV = i[V,W ]

[d,LV ] ≡ d LV − LV d = 0

[d, f∗] ≡ d f∗ − f∗d = 0

dα(U, V ) = U(α(V ))− V (α(U))− α([U, V ])

dβ(U, V,W ) = U(β(V,W ))− V (β(U,W )) + W (β(U, V ))

− β([U, V ],W ) + β([U,W ], V )− β([V,W ], U)

= {U(β(V,W ))− β([U, V ],W )}+ cykl.



PREDNÁ�KA 2

Hamiltonovská mechanika 1 (MF)

• Cesta od Hamiltonových rovníc k Poissonovmu tenzoru a od neho k sym-
plektickej forme

• Bezsúradnicový zápis Hamiltonových rovníc pomocou symplektickej formy
• Hamiltonovske polia a ich vlastnosti
• Hamiltonovský tok Φf

t generovaný funkciou f , invariantnost' formy ω vo£i
nemu

V celej tejto predná²ke sa obmedzíme na prípad, ked' hamiltonián nezávisí explic-
itne od £asu (sústava rovníc je autonómna). �o treba urobit', ked' to tak nie je,
spomenieme neskôr.

Uvaºujme Hamiltonove kanonické rovnice

(13) q̇a =
∂H

∂pa
ṗa = −∂H

∂qa
a = 1, . . . n

známe z kurzu teoretickej mechaniky. Ked'ºe to je sústava oby£ajných diferenciálnych
rovníc prvého rádu, môºeme ich interpretovat' ako rovnice pre integrálne krivky
istého vektorového pol'a na R2n[qa, pa]; konkrétne vidno, ºe ide o pole

(14) ζH =
∂H

∂pa

∂

∂qa
− ∂H

∂qa

∂

∂pa

Ciel'om je zbadat' za týmito rovnicami nejakú �objektívnu� ²truktúru, t.j. zapísat' ich
v bezsúradnicovom tvare. Premenujme najprv v 2n-rozmernom fázovom priestore
R2n[q, p] súradnice nasledovne:

zi ≡ (z1, . . . , zn, zn+1, . . . , z2n) :=(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) ≡ (qa, pa)

i = 1, . . . , 2n; a = 1, . . . , n(15)

(t.j. zabudnime na �neprirodzené� delenie v²etkých súradníc na dve polovi£ky oz-
na£ené rôznymi písmenami a ozna£me ich namiesto toho tak, ako sa to beºne robí
na varietách - jedným písmenom z s indexami od 1 po rozmer variety). V týchto
súradniciach dostávame pre vektorové pole (14) postupne vyjadrenie

ζH =
∂H

∂zn+1

∂

∂z1
+

∂H

∂zn+2

∂

∂z2
+ · · ·+ ∂H

∂z2n

∂

∂zn

−∂H

∂z1

∂

∂zn+1
− ∂H

∂z2

∂

∂zn+2
− · · · − ∂H

∂zn

∂

∂z2n

≡ (dH)n+1∂1 + (dH)n+2∂2 + · · ·+ (dH)2n∂n

−(dH)1∂n+1 − (dH)2∂n+2 − · · · − (dH)n∂2n

≡ (dH)jPji∂i(16)

takºe rovnice (13) budú mat' tvar

(17) żi = ζi
H(z) =: (∂jH)Pji ≡ (dH)jPji i = 1, . . . , 2n

�tvorcová 2n × 2n kon²tantná matica Pji, ktorá sa objavuje v týchto zápisoch,
obsahuje vä£²inou nuly a len tu i tam jednotku alebo mínus jednotku; jej explicitný

11
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tvar je

(18) Pij(z) =
(

0n −In

In 0n

)
= −Pji(z)

Vidíme, ºe je antisymetrická a (po drobnom výpo£te aj ºe je) nesingulárna.
Ak sa pozrieme na výsledok (17) �tenzorovo�, zbadáme, ºe vektorové pole ζH ,

ktoré je za Hamiltonovými rovnicami, má dost' ²peciálnu ²truktúru - je poskladané
z dvoch rôznych geometrických objektov (tenzorových polí), a to z kovektorového
pol'a dH (gradientu hamiltoniánu) a z tenzorového pol'a P typu (2, 0)

γ̇ = ζH ζH = P(dH, . )

P = Pij(z)∂i ⊗ ∂j =
1
2
Pij(z)∂i ∧ ∂j =

∂

∂pa
∧ ∂

∂qa

Ked'ºe matica Pji komponent pol'a P je antisymetrická, ide o bivektorové pole (=
antisymetrické tenzorové pole typu (2, 0)). Toto bivektorové pole sa vyskytuje e²te
aj v inom známom výraze. Ak totiº po£ítame deriváciu l'ubovol'nej funkcie f v
smere vektorového pol'a ζH (£iºe ak skúmame, ako sa mení hodnota funkcie f v
smere rie²ení qa(t), pa(t) Hamiltonových rovníc (13)), dostávame z (14) a (16)

ḟ ≡ (d/dt) f(qa(t), pa(t)) = ζHf
1.=

∂H

∂pa

∂f

∂qa
− ∂H

∂qa

∂f

∂pa
≡ {H, f}(19)

2.= (dH)jPji∂if ≡ P(dH, dg)

Vidíme, ºe bivektorové pole P umoº¬uje vel'mi kompaktný zápis Poissonovej zátvorky
l'ubovol'ných dvoch funkcií na fázovom priestore

(20) {f, g} ≡ ∂f

∂pa

∂g

∂qa
− ∂f

∂qa

∂g

∂pa
= Pij(df)i(dg)j ≡ P(df, dg)

Bivektorové pole P, ku ktorému sme sa dopracovali, sp¨¬a e²te naviac istú
diferenciálnu identitu, ktorá zabezpe£uje platnost' Jacobiho identity pre Poissonove
zátvorky

(21) {{f, g}, h}+ cykl. ≡ P(d(P(df, dg)), dh) + cykl. = 0

Jej explicitný súradnicový tvar vychádza (nebudeme ho potrebovat')

(22) Pr[iPjk]
,r = 0

Toto pole sme zatial' dostali len na konkrétnej variete R2n a v konkrétnych súradni-
ciach na nej, ale ukazuje sa výhodným zaviest' ho vo v²eobecnom prípade ako novú
uºito£nú geometrickú ²truktúru. L'ubovol'né bivektorové pole P na variete M , ktoré
sp¨¬a spomínanú identitu sa volá Poissonov tenzor a varieta (M,P) s takýmto ten-
zorom poissonovská varieta. Ako vidno z (20), v l'ubovol'ných súradniciach platia
vyjadrenia

(23) Pij = {xi, xj} {f, g} = (∂if){xi, xj}(∂jg)

Vektorové pole, ktoré má tvar

(24) ζf := P(df, . )

sa potom volá hamiltonovské pole generované funkciou f . Zatial' teda môºeme zhrnút'
na²u snahu o bezsúradnicovost' zápisu Hamiltonových rovníc takto: ²tudovat' dy-
namiku danú (lokálne) Hamiltonovými rovnicami (13) je to isté, ako ²tudovat' dy-
namiku zadanú globálne a bezsúradnicovo v tvare

(25) γ̇ = ζH ≡ P(dH, . )

kde P je Poissonov tenzor na variete M a H je preferovaná funkcia na tejto variete,
hamiltonián.



2. HAMILTONOVSKÁ MECHANIKA 1 (MF) 13

Ná² Poissonov tenzor je nedegenerovaný (pozri výpo£et za (18)). Toto sa od
v²eobecného Poissonovho tenzora nepoºaduje, my sa v²ak d'alej budeme venovat' len
prípadom, ked' to tak je. Vtedy sa totiº dá príbeh preloºit' do re£i diferenciálnych
foriem, £ím sa veci technicky výrazne zjednodu²ia (lebo na formách máme zázra£ne
jednoduché a silné d apod.; navy²e práve nedegenerovaný prípad je �paradigmat-
ický�). 1

Pozrime sa teraz na vy²²ie spomenutý prechod k "zrkadlovému obrazu" (nede-
generovanej) poissonovskej dynamiky, ktorým je symplektická dynamika. De�nujme
na fázovom priestore R2n[qa, pa] ≡ R2n[zi] tenzorové pole ω typu

(
0
2

)
, ktorého mat-

ica bude (aº na znamienko) inverzná k matici Pij

P ◦ ω = −1̂ t.j. Pikωkj = −δi
j(26)

⇒ ωij(z) =
(

0n −In

In 0n

)
= − ωji(z)(27)

Je dost' t'aºké si nev²imnút', ºe matica ωij je (v týchto súradniciach) vlastne úplne
rovnaká, ako matica Pij z (18). Je teda tieº antisymetrická a nesingulárna, takºe
zodpovedá nedegenerovanej 2-forme.

Ak z komponent zostavíme celú 2-formu, dostaneme pre ¬u v súradniciach zi

a (qa, pa) vyjadrenie

(28) ω =
1
2
ωijdzi ∧ dzj = dpa ∧ dqa

Z neho vidno d'al²iu dôleºitú vec, totiº ºe forma ω je e²te aj uzavretá, 2 teda ºe
sp¨¬a dω = 0.

Spolu sme teda o forme ω zistili toto: je to uzavretá a nedegenerovaná 2-forma.
V²eobecne sa de�nuje, ºe

- symplektická forma je uzavretá a nedegenerovaná 2-forma,
- symplektická varieta je varieta, na ktorej je de�novaná symplektická forma a
- symplektická geometria 3 je £ast' geometrie, ktorá ²tuduje symplektické variety.
Hamiltonove rovnice nám teda pomohli odhalit', ºe fázový priestor je prirodzenou

symplektickou varietou. Ukazuje sa, ºe symplektická forma sa podiel'a na v²etkom
zaujímavom, £o sa vo fázovom priestore deje. Jej odhalenie je preto zásadným
krokom k pochopeniu hamiltonovskej mechaniky.

Na²a cesta k symplektickej forme sa za£ala v párnorozmernom (fázovom) priestore.
Zo v²eobecnej de�nície symplektickej formy nie je apriori jasné, £i si takýto objekt
naozaj nevyhnutne vyºaduje párny rozmer priestoru na ktorom ºije, alebo £i to
bola len náhoda. L'ahko sa v²ak nahliadne, sa sa to iná£ naozaj nedá, t.j. ºe kaºdá
symplektická varieta je párnorozmerná.

Ked'ºe (v nedegenerovanom prípade) tenzory P a ω sú podl'a (27) navzájom
inverzné, £okol'vek, do £oho vstupuje P sa dá vyjadrit' cez ω. Pozrime sa naprík-
lad, ako sa vyjadruje cez ω v²eobecné hamiltonovské pole a Poissonova zátvorka
dvoch funkcií. Najjednoduch²ia cesta je uvidiet' výsledok cez komponenty a potom
si uvedomit', £o to hovorí bezsúradnicovo.

1Bezsúradnicový zápis Hamiltonových rovníc v tvare (25) vychádzal z konkrétneho súradni-
cového vyjadrenia Poissonovho tenzora, zo zápisu P = ∂

∂pa
∧ ∂

∂qa . V predná²ke 3 sa v²ak dozvieme,

ºe de�ni£né vlastnosti tohoto tenzora (nedegenerované bivektorové pole, ktoré sp¨¬a diferenciálnu
identitu z (21), (22) zaru£ujú vºdy moºnost' presne takéhoto lokálneho vyjadrenia (je to "kanonický
tvar" nedegenerovaného Poissonovho tenzora.

2Je dokonca exaktná, ω = d(padqa) = dθ, ale to nie je vel'mi zaujímavé - v R2n sú exaktné
v²etky uzavreté formy a keby sme to náhodou uº mysleli dobudúcna na nie£om inom, tak by to aj
tak bolo len súradnicové - a teda lokálne - vyjadrenie (a lokálne to platí zasa vºdy).

3Kone£ne sa teda vyjasnilo, o £om bude táto Zimná ²kola.
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Vynásobme komponentný vzor£ek (24) maticou ωij :

ζi
f = (df)jPji ⇒ ζi

fωik = (df)jPjiωik = (df)j(−δj
k) = −(df)k

Získaná rovnica ζi
fωik = −(df)k sa v²ak dá l'ahko zapísat' v rýdzo formovom bezsúrad-

nicovom jazyku ako

(29) iζf
ω ≡ ζfy ω = −df

Táto dôleºitá rovnica je úplne ekvivalentná rovnici (24) - jedna aj druhá jednoducho
de�nujú (to isté) hamiltonovské pole ζf generované (l'ubovol'nou) funkciou f na
fázovom priestore

(30) ζf := P(df, . ) ⇔ iζf
ω ≡ ζfy ω = −df

Výhodou �formovej� de�nície (29) je to, ºe s formami sa pracuje podstatne pohodl-
nej²ie, ako s bivektorovými pol'ami. Z rovnice (30) sa napríklad l'ahko ukáºe (skúste
si to!), ºe platí

(31) Lζf
ω = 0 ζf + λζg = ζf+λg [ζf , ζg] = ζ{f,g}

Hamiltonovské polia teda zachovávajú symplektickú formu a tvoria (∞-rozmernú)
Lieovu algebru (sú uzavreté vo£i lineárnym kombináciám nad R a komutátoru).
Podobne sa jednoducho overí, ºe Jacobiho identita je v jazyku symplektickej formy
ω ekvivalentná jej uzavretosti

{f, {g, h}}+ {h, {f, g}}+ {g, {h, f}} = 0 ⇔ dω = 0

H Ak rozpí²eme výraz dω(ζf , ζg, ζh) pomocou Cartanovho vzorca dβ(U, V,W ) =
. . . uvedeného na konci úvodnej predná²ky o formách, dostaneme

dω(ζf , ζg, ζh) = · · · = 2({f, {g, h}}+ {h, {f, g}}+ {g, {h, f}})
N



PREDNÁ�KA 3

Kanonické súradnice (P�)

Na²im cie©om bude dokáza´ nasledujúce tvrdenie:

Veta 3.1. Nech (M,ω) je symplektická varieta. V okolí kaºdého bodu existujú
lokálne súradnice xi, pi (1 ≤ i ≤ dim M/2), také, ºe

(32) ω =
∑

dpi ∧ dxi.

Pre£o je táto veta zaujímavá? Z matematického h©adiska preto, lebo nám hov-
orí, ºe lokálne sú v²etky symplektické variety danej dimenzie rovnaké. Jediné, £ím
sa môºu lí²i´, je to, ako sú tieto lokálne kúsky globálne pozliepané. Symplektická ge-
ometria je teda symplektickou topológiou. No a z h©adiska Hamiltonovej mechaniky
je zaujímavá preto, lebo hovorí, ºe lokálne je kaºdá symplektická forma tvaru (32),
ktorý dobre poznáme z kanonických súradníc. Nech teda vyrobíme symplektickú
varietu ©ubovo©ným spôsobom (napr. symplektickou redukciou), vºdy je to lokálne
ná² starý známy fázový priestor. A e²te jeden jednoduchý dôsledok vety: kaºdá
symplektická varieta je párnorozmerná.

Najprv si v²ak dokáºme jednoduch²ie tvrdenie z lineárnej algebry:

Veta 3.2. Nech (V, ω) je (kone£nerozmerný) symplektický vektorový priestor.
Potom existuje taká báza ui, vi priestoru V (1 ≤ i ≤ dim V/2), ºe

ω(ui, uj) = 0, ω(vi, vj) = 0 ω(ui, v
j) = δj

i ,

£iºe matica ω v tejto báze je (v blokovom zápise)(
0 1

−1 0

)
Dôkaz je ve©mi jednoduchý. Vektor u1 si zvo©me ©ubovo©ne (jediná poºia-

davka je, aby bol nenulový). Ke¤ºe ω je nedegenerovaná, existuje vektor v taký, ºe
ω(u1, v) 6= 0, a teda aj vektor v1 taký, ºe ω(u1, v

1) = 1. Napokon si v²imnime, ºe
ke¤ zúºime ω na podpriestor

V2 := {w ∈ V ; ω(w, u1) = ω(w, v1) = 0},
tak zostane nedegenerovaná (pre£o?). V priestore V2 môºeme teda nájs´ vektory
u2, v2 také, ºe at¤.

(Mimochodom, £o sa stane, ak pripustíme aj degenerované ω? Pre nejaké k
bude ω|Vk

= 0 (pre£o?). Ako bude teda vyzera´ ω vo vhodnej báze?)
Vrá´me sa teraz k dôkazu vety 3.1. Dôkaz bude podobný ako v prípade vety

3.2. Skon²truujeme lokálne funkcie pi a xi tak, aby

{pi, pj} = 0, {xi, xj} = 0, {pi, x
j} = δj

i ,

a opä´ ich budeme vyrába´ postupne.
Funkciu p1 si zvo©me ©ubovo©ne, s jedinou podmienkou, aby dp1 6= 0 v zadanom

bode P ∈ M (v ktorého okolí kon²truujeme lokálne súradnice). Hamiltonovské
vektorové pole ξp1 generované funkciou p1 je v okolí P nenulové, a preto existuje
(moºno v e²te men²om okolí) funkcia x1 taká, ºe ξp1x

1 = 1. Posledné tvrdenie plynie
z vety o vypriamení vektorového po©a (nenulové vektorové pole je vo vhodných

15
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súradniciach rovné ∂/∂x1). Dá sa ale ukáza´ aj na obrázku: zvolíme si nadplochu
transverzálnu k ξp1 a povieme si, ºe na nej je x1 = 0. Potom tú nadplochu roznesieme
tokom po©a ξp1 a dostaneme ostatné úrovne funkcie x1.

Máme uº teda funkcie p1 a x1 také, ºe {p1, x
1} = 1. V²etky ostatné pi a xi

(i ≥ 2) majú ma´ nulové Poissonove zátvorky s týmito dvoma funkciami, £iºe majú
by´ kon²tantné pozd¨º integrálnych kriviek vektorových polí ξp1 a ξx1 .

Ako vyzerajú funkcie kon²tantné pozd¨º integrálnych kriviek vektorových polí
ξp1 a ξx1? Ke¤ºe vektorové polia ξp1 a ξx1 komutujú (pre£o?), komutujú aj ich
toky, £iºe na M nám lokálne pôsobí R2. H©adáme teda funkcie, ktoré sa pri tomto
pôsobení nemenia. Polia ξp1 a ξx1 sú lineárne nezávislé (lebo {p1, x

1} = 1; ako to z
toho plynie?), teda pôsobenie je vo©né. Lokálne teda môºeme napísa´ M = R2×M2,
kde M2 ⊂ M je zadané rovnicami p1 = 0, x1 = 0. Nemenné funkcie sa teda dajú
stotoºni´ s funkciami na M2. M2 je ale symplektická podvarieta, £iºe na nej nájdeme
funkcie p2 a x2 také, ºe {p2, x

2} = 1 at¤. �
Na záver sa pozrime na to, £o sa deje v prípade Poissonových variet. Ak je

(M,π) Poissonova varieta a bivektor π je nenulový v bode P ∈ M , tak na¤alej
môºeme nájs´ v jeho okolí funkcie p1 a x1 také, ºe {p1, x

1} = 1, a teda lokálne
M = R2×M2. Varieta M2 je opä´ Poissonova (funkcie na M2 stotoºníme s funkciami
na M kon²tantnými pozd¨º R2 a Poissonovu zátvorku proste spo£ítame na M) a
môºeme teda pokra£ova´. Ke¤ skon£íme, získame lokálny rozklad

M = R2k ×M ′,

kde M ′ je Poissonova varieta s π = 0 v po£iatku.
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Lineárna symplektická geometria (MN)

Ve©a globálnych alebo zdanlivo nelineárnych vlastností objavujúcich sa v sym-
plektickej geometrii môºeme pozorova´ priamo v lineárnom symplektickom priestore,
£i pri jeho transformáciách. Tieto vlastnosti sú fakticky vlastnos´ami jeho 2-formy
ω, pri£om podstatnú úlohu tu hrá jej nedegenerovanos´. Jej druhá vlastnos´� ex-
aktnos´, a z nej vyplývajúce dôsledky, sa naopak objavia aº na v²eobecných, ne-
lineárnych symplektických varietách.

Ve©ká £as´ výsledkov v tejto kapitole úrov¬ou zodpovedá cvi£eniam k pokro£ile-
j²iemu kurzu lineárnej algebry, preto £itate©ovi odporú£ame prerie²i´ si niektoré z
uvádzaných príkladov samostatne. Na záver kapitoly tieº pripájame pár cvi£ení,
ktoré môºu poskytnú´ hlb²í vh©ad alebo iné poh©ady na problematiku.

1. Symplektický vektorový priestor

V euklidovskom priestore R2n s bázou x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn môºeme za-
vies´ antisymetrickú bilineárnu formu

ω0 = dx1 ∧ dy1 + dx2 ∧ dy2 + · · ·+ dxn ∧ dyn,

ktorá sa dá pre vektory z = (x, y), z′ = (x′, y′) prepísa´ aj ako

ω0(z, z′) =
∑

j

(xjy
′
j − yjx

′
j) = −(x, y)

(
0 −1
1 0

) (
x′

y′

)
=

= −zT J0z
′ = zT JT

0 z = 〈J0z , z′〉,
kde 〈 · , ·〉 je ²tandardný skalárny sú£in. Euklidovský priestor R2n s formou ω0 je
základným príkladom symplektického vektorového priestoru.

Vo v²eobecnosti, symplektický vektorový priestor bude dvojica (V, ω), kde V
je kone£norozmerný vektorový priestor a ω je nedegenerovaná antisymetrická bi-
lineárna forma ω : V × V → R. To znamená, ºe platí

(antisymetria) pre v²etky v, w ∈ V

ω(v, w) = −ω(w, v),

(nedegenerovanos´) pre kaºdé v ∈ V

∀w ∈ V ω(v, w) = 0 ⇒ v = 0.

Pomocou nasledujúceho cvi£enia sa dá ukáza´, ºe z podmienky nedegenerovanosti
formy ω vyplýva, ºe V musí ma´ párnu dimenziu.

Cvi£enie 4.1. Ukáºte, ºe reálna antisymetrická matica s nepárnym po£tom
riadkov má nulu ako vlastnú hodnotu s nepárnou násobnos´ou.

Cvi£enie 4.2. Ukáºte, ºe platí: dx1∧dy1∧· · ·∧dxn∧dyn =
1
n!

ω0∧· · ·∧ω0 =

1
n!

n∧
ω0. Tieº ukáºte, ºe pre symplektický vektorový priestor (V, ω) je podmienka

nedegenerovanosti formy ω ekvivalentná s podminekou
n∧

ω 6= 0.

17
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Lineárny symplektomor�zmus symplektického vektorového priestoru (V, ω) je
taký izomor�zmus Ψ : V → V priestoru V , ktorý zachováva symplektickú formu ω.
Platí teda

Ψ∗ω = ω,

kde pod ozna£ením Ψ∗ω rozumieme stiahnutú (pull�backovanú) 2-formu danú pred-
pisom Ψ∗ω(v, w) = ω(Ψv,Ψw) pre v, w ∈ V .

Lineárne symplektomor�zmy tvoria grupu, ktorú ozna£ujeme ako Sp(V, ω).
Grupu symplektomor�zmov zachovávajúcu ²tandartnú symplektickú ²truktúru na
Euklidovskom priestore R2n zna£íme ako Sp(2n) = Sp(R2n, ω).

Poznámka: V kapitole 3 sme si ukázali, ºe v kaºdom symplektickom vek-
torovom priestore dimenzie 2n existuje báza u1, . . . , un, v1, . . . , vn taká, ºe

ω(uj , uk) = ω(vj , vk) = 0 a ω(uj , vk) = δjk.

Takúto bázu nazývame symplektická báza. Tieº sa dá ukáza´, ºe existuje izomor�z-
mus (vektorových priestorov) Φ : R2n → V taký, ºe Φ∗ω = ω0.

2. Grupa symplektických matíc Sp(2n)

Lineárny symplektomor�zmus Ψ : R2n → R2n môºme reprezentova´ reálnou
maticou Ψ typu 2n × 2n. Podmienka Ψ∗ω0 = ω0 pre symplektomor�zmus dáva
nasledujúci vz´ah pre maticu Ψ:

∀v, w ∈ R2n − vT J0w = ω0(v, w) = Ψ∗ω0(v, w) = ω0(Ψv,Ψw) = −vT ΨT J0Ψw.

Preto pre maticu Ψ reprezentujúcu symplektomor�zmus musí plati´ ΨT J0Ψ = J0.
Podobne, v²etky matice sp¨¬ajúce túto rovnos´ nazývame symplektické.

Cvi£enie 4.3. Uvaºujme maticu Ψ = ( A B
C D ), kde A, B, C, D sú bloky ve©kosti

n × n. Potom Ψ je symplektická práve vtedy, ak k nej inverzná matica má tvar
Ψ−1 =

(
DT −BT

−CT AT

)
.

Cvi£enie 4.4. Ak sú Φ a Ψ symplektické matice, potom ΦΨ, Ψ−1 a ΨT sú tieº
symplektické. Pomôcka: Prenásobte rovnos´ ΨT J0Ψ = J0 sprava maticou Ψ−1 a
z©ava (ΨT )−1.

Lemma 4.5. Kaºdá symplektická matica má determinant 1

Dôkaz. Vieme, ºe symplektická matica Ψ musí sp¨¬a´ Ψ∗ω0 = ω0. Preto aj∧n(Ψ∗ω0) =
∧n

ω0. Na druhej strane
∧n(Ψ∗ω0) = Ψ∗(

∧n
ω0) = (det Ψ)

∧n
ω0,

£iºe det Ψ = 1. �

Lemma 4.6. Nech Ψ ∈ Sp(2n), potom ak λ je vlastnou hodnotou matice Ψ,
aj λ−1 je jej vlastnou hodnotou s rovnakou násobnos´ou. Vlastné hodnoty ±1 (ak
nimi sú) sa vyskytujú vºdy s párnou násobnos´ou. Vlastné podpriestory pre λ, λ′,
ak λλ 6= 1 sú ortogonálne vzh©adom na formu ω, t.j. ak Ψz = λz a Ψz′ = λ′z′ pre
λλ′ 6= 1, potom ω(z, z′) = 0.

Dôkaz. Prvá £as´ tvrdenia vyplýva z toho, ºe ΨT a Ψ−1 sú podobné matice

ΨT = J0Ψ−1J−1
0 .

Preto je celkový po£et vlastných hodnôt, ktoré sa nerovnajú 1 alebo −1 párny. Ako
vyplýva z predchádzajúcej lemy, sú£in v²etkých vlastných hodnôt je 1, preto aj
vlastná hodnota −1 bude ma´ párnu násobnos´.

Ortogonalita vlastných podpriestorov vyplýva z rovnosti

λλ′〈J0z, z′〉 = 〈J0Ψz,Ψz′〉 = 〈J0z, z′〉.
�
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Pozrime sa teraz na súvis grupy Sp(2n) s ¤al²ími klasickými grupami. Pre
toto porovnanie bude výhodné, ak grupu GL(n, C) komplexných lineárnych trans-
formácií vektorového priestoru Cn budeme reprezentova´ pomocou reálnych matíc
nasledovne: vektor z = (x, y) v R2n identi�kujeme s vektorom x+ iy ∈ Cn, násobe-
nie maticou J0 v R2n bude potom zodpoveda´ násobeniu komplexnou jednotkou i
v priestore Cn.

Tvrdenie 4.7. Platia nasledujúce rovnosti:

Sp(2n) ∩O(2n) = Sp(2n) ∩GL(n, C) = O(2n) ∩GL(n, C) = U(n).

Dôkaz. Zopakujme si de�nujúce rovnosti, ktoré platia pre jednotlivé vy²²ieuve-
dené grupy a predpokladajme, ºe Ψ ∈ GL(2n).

Ψ ∈ GL(n, C) ⇔ ΨJ0 = J0Ψ,

Ψ ∈ Sp(2n) ⇔ ΨT J0Ψ = J0,

Ψ ∈ O(2n) ⇔ ΨT Ψ = I.

Ukáza´, ºe kaºdé dve z rovností implikujú tretiu nechávame ako cvi£enie pre
£itate©a.

Pomocou cvi£enia 4.3 vieme, ºe ak je matica Ψ = ( A B
C D ) symplektická, potom

Ψ−1 =
(

DT −BT

−CT AT

)
. Ak je matica Ψ zárove¬ ortogonálna, musí plati´ tieº Ψ−1 =

ΨT =
(

AT CT

BT DT

)
. Z toho plynie, ºe D = A a B = −C. Matica Ψ preto bude ma´ tvar

Ψ =
(

X −Y
Y X

)
, z podmienky ΨT Ψ = I navy²e dostaneme rovnosti XT X +Y T Y = I

a XT Y = Y T X. Opä´ nechávame ako cvi£enie ukáza´, ºe presne toto je podmienka
pre to, aby matica U = X + iY bola unitárna. �

Cvi£enie 4.8. Nech A je regulárna reálna (komplexná) matica a B je kladne
de�nitná symetrická (hermitovská) matica sp¨¬ajúca B2 = AAT (alebo B2 = AA∗).

a) Ukáºte, ºe B−1A je ortogonálna (unitárna).
b) Dokáºte existenciu polárneho rozkladu, t.j. kaºdá regulárna matica A sa dá

zapísa´ ako sú£in A = PU , kde P je kladne de�nitná symetrická (hermitovská) a
U je ortogonálna (unitárna). c) Ukáºte, ºe polárny rozklad je jednozna£ný.

Cvi£enie 4.9. Majme symplektickú maticu Ψ ∈ Sp(2n). Tá sa dá jednoz-
na£ne napísa´ pomocou polárneho rozkladu ako Ψ = PU . Ukáºte, ºe matica P t =
(ΨΨT )t/2 je symplektická pre kaºdé t ∈ R.

Návod: Matica P = (ΨΨT )1/2 je symplektická, symetrická a kladne de�nitná,
preto sa dá priestor R2n rozloºi´ na priamy sú£et vlastných podpriestorov Vλ, kde
λ je vlastná hodnota matice P . Potom je Vλ vlastný podpriestor aj pre vlastnú
hodnotu λt matice P t. Ukáºte, vhodným vyuºitím ortogonality z lemy 4.6, ºe trans-
formácie dané maticami P t budú zachováva´ formu ω0.

Výsledky predo²lých cvi£ení nám pomáhajú popísa´ vnorenie podgrupy U(n)
do Sp(2n), a následne odvodi´ ich ¤al²ie spolo£né vlastnosti.

Zobrazenie Sp(2n) × [0, 1] → Sp(2n) dané predpisoom (Ψ, t) 7→ (ΨΨT )−t/2Ψ
bude deforma£nou retrakciou z celej grupy Sp(2n) na jej podgrupu U(n), nako©ko
(Ψ, 0) 7→ Ψ a (Ψ, 1) 7→ (ΨΨT )−1/2Ψ = P−1PU = U . Matica U je ortogonálna, ale
to znamená, ºe patrí do prieniku Sp(2n) ∩O(2n) = U(n), £iºe je aj unitárna.

Jedným z dôsledkov existencie deforma£nej retrakcie medzi grupami Sp(2n) a
U(n) je zhodnos´ ich homotopických a homologických grúp, ²peciálne ich funda-
mentálnych grúp.

Tvrdenie 4.10. Fundamentálne grupy Sp(2n) a U(n) sú izomorfné s aditív-
nou grupou Z celých £ísel, π1(Sp(2n)) = π1(U(n)) = Z. Izomor�zmus je daný
determinantom det : U(n) → S1.
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Poznámka: Pri determinantovom zobrazení po£ítame s komplexnou maticou
U = X + iY a nie s jej reálnou reprezentáciou

(
X −Y
Y X

)
.

Dôkaz. V¤aka existencii deforma£nej retrakcie z Sp(2n) na U(n) sta£í dokáza´
tvrdenie pre U(n).

Pre symplektickú maticu Ψ ∈ Sp(2n) môºme potom roz²íri´ determinantové
zobrazenie na ρ : Sp(2n) → S1 nasledovne. Retrakcia (Ψ, 1) = (ΨΨT )−1/2Ψ bude
leºa´ v prieniku Sp(2n)∩O(2n), £iºe (Ψ, 1) reprezentuje unitárnu maticu, ktorá sa
dá zapísa´ ako

(
X −Y
Y X

)
. Potom de�nujeme ρ(Ψ) = det(X + iY ).

Fakt, ºe π1(U(n)) ' Z, pri£om izomor�zmus je daný determinantovým zo-
brazením, plynie z nasledujúceho pozorovania. Zobrazenie det : U(n) → S1 de�nuje
�bráciu s fíbrom det−1(1) = SU(n). Exaktná homotopická postupnos´ pre �brácie
nám dáva:

π1(SU(n)) −→ π1(U(n))
∼=−→ π1(S1) −→ π0(SU(n))

‖ ‖
{1} {1}

Nako©ko grupa SU(n) je jednoducho súvislá, ako ukáºeme niº²ie, nakoniec
dostaneme π1(U(n)) ' π1(S1) ' Z.

Pre ur£enie homotopických grúp π1(SU(n)) a π0(SU(n)) postupujme induk-
ciou. Grupa SU(n) je zjavne jednoducho súvislá pre n = 1. Ak n ≥ 2 môºeme
uvaºova´ zobrazenie SU(n) → S2n−1, ktoré zobrazí reálnu reprezentáciu matice
U ∈ SU(n) na jej prvý st¨pec. Takéto zobrazenie je opä´ �bráciou a jej fíber je
SU(n− 1). Exaktná homotopická postupnos´ nám opä´ dá

π2(S2n−1) −→ π1(SU(n− 1)) −→ π1(SU(n)) −→ π1(S2n−1)
‖ ‖
{1} {1}

£o je presne induk£ný krok, lebo jednoduchá súvislos´ SU(n−1) nám zaru£í jednoduchú
súvislos´ SU(n). �

Cvi£enie 4.11. Overte platnos´ predchádzajúceho tvrdenia pre matice typu
2 × 2 z grúp U(1) a Sp(2). Nájdite predpis pre determinantové zobrazenie ρ :
Sp(2) → S1.

3. Maslovov index

Ke¤ºe fundamentálna grupa Sp(2n) je izomorfná s aditívnou grupou celých
£ísel, po �xovaní orientácie vieme kaºdej uzavretej slu£ke v Sp(2n) reprezentujúcej
prvok v π1(Sp(2n)) priradi´ jednozna£ne celé £íslo � jej Maslovov index.

Alternatívne vieme Maslovov index de�nova´ ako priese£níkové £íslo slu£ky v
Sp(2n) s tzv. Maslovovým cyklom Sp1(2n), £o je podvarieta kodimenzie 1 v Sp(2n),
tvorená maticami Ψ sp¨¬ajúcimi podmienku

Ψ ∈ Sp(2n), Ψ = ( A B
C D ) , det(B) = 0.

4. Podpriestory symplektického vektorového priestoru

Z toho, ºe symplektická forma ω je v symplektickom vektorovom priestore (V, ω)
nedegenerovaná, vyplýva existencia prirodzeného zobrazenia medzi priestorom V a
jeho duálom V ∗. Toto duálne zobrazenie je de�nované ako

Iω : V → V ∗ kde v 7→ ιvω = ω(v, ·).
Zobrazenie Iω je injektívne, ak totiº v 7→ 0∗, potom z nedegenerovanosti formy ω
vyplýva, ºe v = 0. Zjavne je aj lineárne, teda ide o izomor�zmus. Zobrazenie Iω hrá
významnú úlohu aj pre v²eobecné symplektické variety, lebo nám dáva izomor�zmus
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medzi dotykovým a kodotykovým priestorom, a následne medzi vektorovými po©ami
a 1-formami.

Podobne ako môºeme pomocou skalárneho sú£inu, t.j. symetrickej bilineárnej
formy, de�nova´ ortogonálny doplnok W⊥ k nejakému podpriestoru W ⊂ V , môºeme
zade�nova´ aj jeho symplektický ortogonálny doplnok Wω ako

Wω = {v ∈ V | ω(v, w) = 0 pre v²etky w ∈ W} .

Platí potom nasledujúca lema.

Lemma 4.12. Pre ortogonálny symplektický doplnok Wω v symplektickom vek-
torovom priestore (V, ω) platí

dim W + dim Wω = dim V.

Dôkaz. Zobrazenie I : V → W ∗, dané ako zúºenie zobrazenia Iω : V → V ∗

predpisom I : v 7→ ω(v, ·)|W , je surjektívne a jadrom zobrazenia I sú práve vektory
z Wω. Preto dostávame

dim V = dim Im(I) + dimKer(I) = dim W ∗ + dim Wω = dim W + dim Wω.

�

Pre antisymetrickú bilineárnu formu ω vo vektorovom priestore V je geometria
podpriestorov mierne komplikovanej²ia ako pre symetrickú formu, t.j. ²tandarný
skalárny sú£in. Podpriestor a jeho symplektický ortogonálny doplnok sa totiº môºu
netriválne pretína´, tým pádom rozli²ujeme viacero ²peciálnych prípadov. Hovoríme,
ºe vektorový podpriestor W ⊂ V , dim V = 2n je

symplektický, ak ω|W je nedegenerovaná,
izotropický, ak W ⊂ Wω,
koizotropický, ak W ⊃ Wω,
lagrangeovský, ak W = Wω.

Pre lagrangeovský podpriestor teda platí ω|W ≡ 0, a tieº nutne dim W = n.

Cvi£enie 4.13. Ukáºte, ºe podpriestor W ⊂ V je symplektický práve vtedy
ak W ∩Wω = {0}, £o je to isté ako V = W ⊕Wω.

Príklad 4.14. Pre symplektický vektorový priestor (R2n, ω0) so ²tandardnou
symplektickou bázou x1, y1, . . . , xn, yn je lineárny priestor L = span(x1, x2, . . . , xn)
lagrangeovský. Ako uvidíme o chví©u, lagrangeovských podpriestorov je v (R2n, ω0)
¤aleko viac a tvoria takzvaný lagrangeovský grassmanián.

Tvrdenie 4.15. Nech Λ = Im ( X
Y ), kde X a Y sú bloky ve©kosti n×n. Potom

Λ je lagrangeovským podpriestorom v (R2n, ω0) práve vtedy, ak XT Y = Y T X a
dim Im ( X

Y ) = n.

Dôkaz. Nech z = ( X
Y ) u a z′ = ( X

Y ) u′. Potom

ω0(z, z′) = uT
(
XT , Y T

)
JT

0

(
X
Y

)
u′ =

= uT
(
−Y T , XT

) (
X
Y

)
u′ = uT (−Y T X + XT Y )u′,

z £oho uº dostávame na²e tvrdenie. �

Poznámka. V ²peciálnom prípade, pre za maticu X zvolíme identickú maticu
1n, bude graf Λ = {(x, Ax) | x ∈ Rn} matice A lagrangeovským podpriestorom
práve vtedy, ak A bude symetrická matica.

Na to, aby sme mohli klasi�kova´ v²etky lagrangeovské podpriestory v sym-
plektickom vektorovom priestore (R2n, ω0), musíme e²te zisti´ za akých podmienok
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môºeme dosta´ popis toho istého podpriestoru Λ dvoma rôznymi spôsobmi, t.j. kedy
Im ( X

Y ) = Im
(

X′

Y ′

)
.

Pripome¬me si, ºe podmienku XT Y = Y T X sme uº videli v súvislosti s
unitárnymi maticami. Bez ujmy na v²eobecnosti môºeme predpoklada´, ºe st¨pce
matice ( X

Y ) budú reprezentova´ ortogonálnu bázu v Λ.
Potom (

XT , Y T
) (

X
Y

)
= 1n,

XT X + Y T Y = 1n,

£iºe naozaj X a Y reprezentujú unitárnu maticu X + iY v U(n). Ke¤ºe kaºdú
ortonormálnu bázu v Λ vieme dosta´ z jednej �xnej akciou grupy O(n), dostávame,
ºe lagrangeovský grassmanián bude presne L(n) = U(n)/O(n).

Cvi£enia

Cvi£enie 4.16. Ukáºte, ºe charakteristický polynóm antisymetrickej matice
je párna funkcia, ak má matica párny po£et riadkov a je nepárna funkcia, ak má
matica nepárny po£et riadkov.

Cvi£enie 4.17. Nech A = −AT je nedegenerovaná antisymetrická matica typu
2n × 2n. De�nujme formu ω ako ω(z, w) = 〈Az,w〉. Ukáºte, ºe symplektická báza
pre priestor (R2n, ω) sa dá skn²truova´ pomocou vlastných vektorov uj +ivj matice
A.

Pomôcka: vyuºite fakt, ºe matica iA je samoadjungovaná, a preto sa dá diag-
onalizova´.

Cvi£enie 4.18. Ukáºte, ºe ak symplektická matica Ψ ∈ Sp(2n) je diagonali-
zovate©ná, potom sa dá diagonailizova´ symplektickými maticami.

Cvi£enie 4.19. Nech A a B sú reálne matice typu n× n. Ukáºte, ºe platí∣∣∣∣ A −B
B A

∣∣∣∣ = |det(A + iB)|2.

Cvi£enie 4.20. Nech (V, ω) je symplektický vektorový priestor a W ⊂ V
©ubovo©ný podpriestor. Ukáºte, ºe faktorizovaný priestor V ′ = W/(W ∩ Wω) má
prirodzenú symplektickú ²truktúru.

Cvi£enie 4.21. Nech β je ©ubovo©ná, nie nutne nedegenerovaná, bilineárna
forma na vektorovom priestore W . Ukáºte, ºe potom existuje báza u1, . . . , un, v1,
. . . , vn, w1, . . . , wp priestoru W taká, ºe β(uj , vk) = δjk a pre v²etky ostatné páry
bude β(b1, b2) nulové. Báza s takouto vlastnos´ou sa nazýva ²tandardnou bázou pre
(W,β) a £íslo 2n sa nazýva hodnos´ formy β.

Cvi£enie 4.22. Ukáºte, ºe ak W je izotropický, koizotropický alebo symplek-
tický podpriestor v (V, ω), potom sa dá kaºdá ²tandardná báza priestoru (W,ω)
doplni´ na symplektickú bázu priestoru (V, ω).

Cvi£enie 4.23. Ukáºte, ºe pre ©ubovo©nú hyperrovinu W v 2n-rozmernom
symplektickom priestore (V, ω) platí Wω ⊂ W , a teda forma ω|W má hodnos´
2(n− 1).

Pomôcka: Na základe jedného z predo²lých cvi£ení vieme, ºe ω|W má párnu
hodnos´, teda existuje nenulový vektor w ∈ W , pre ktorý ω(w, v) = 0 pre v²etky
v ∈ w. Ukáºte, ºe w generuje Wω.

Cvi£enie 4.24. Nech Ω(V ) ozna£uje priestor v²etkých symplektických foriem
vo vektorovom priestore V . Uvaºujúc akciu grupy GL(2n, R) na Ω(V ) danú pred-
pisom

ω 7→ Ψ∗ω,
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ukáºte, ºe Ω(V ) ' GL(2n, R)/Sp(2n).

Cvi£enie 4.25. Ukáºte, ºe ortogonálny doplnok k lagrangeovskému podpriestoru
Λ ⊂ R2n vzh©adom na ²tandardný skalárny sú£in je daný ako Λ⊥ = J0Λ. Odvo¤te z
toho, ºe ak u1, . . . , un je ortonormálna báza priestoru Λ, potom vektory u1, . . . , un,
J0u1, . . . , J0un tvoria bázu R2n, ktorá je zárove¬ symplektická aj ortogonálna.

Cvi£enie 4.26. Uvaºujme zvislý lagrangián

Λvert =
{
z = (x, y) ∈ R2n|x = 0

}
.

Pouºite Lemmu 4.15 na to, aby ste ukázali, ºe lagrangeovský grassmanián L(n) sa
dá popísa´ ako disjunktné zjednotenie

L(n) = L0(n) ∪ Σ(n),

kde L0(n) je totoºné s a�nným priestorom symetrických matíc typu n× n a Σ(n)
pozostáva zo v²etkých lagrangeovských podpriestorov v R2n, ktoré sa nepretínajú
s Λvert tranzverzálne. V takejto reprezentácii Σ(n) predstavuje Maslovov cyklus
(pozri podkapitolu 3).
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Diferenciálne formy 2: integrovanie, Stokesova veta,
kohomológie (P�)

1. Integrovanie: De�nícia

Diferenciálne formy boli vymyslené nato, aby boli integrované. My²lienka je
jednoduchá: ak je α diferenciálna k-forma na variete M a N ⊂ M je oriento-
vaná podvarieta, rozdelíme N na mali£ké k-rozmerné rovnobeºnosteny. Pre kaºdý
rovnobeºnosten spo£ítame α(v1, . . . , vk), kde v1 . . . vk sú vektory ktoré ho vytvárajú,
a napokon s£ítame cez v²etky rovnobeºnosteny. Výsledok ozna£íme∫

N

α.

Antisymetria α je nám zaru£í, ºe výsledok nezávisí od pouºitého rozdelenia (vi¤
predná²ku Diferenciálne formy 1: motiváciou pre antisymetriu bola práve táto vlast-
nos´). V²imnime si, ºe ak zmeníme orientáciu N , integrál zmení znamienko.

Predchádzajúca de�nícia bola pravdaºe naivná. Skuto£ná de�nícia je ale podobná.
Pullbackneme (£iºe zúºime) α na N . Potom pokryjeme N otvorenými mnoºinami
Ui, z ktorých kaºdá je pokrytá lokálnymi súradnicami, zvolíme rozdelenie jednotky
(t.j. hladké funkcie φi na N také, ºe 0 ≤ φi ≤ 1,

∑
i φi = 1 a supp φi ⊂ Ui) a

de�nujeme ∫
N

φiα =
∫

Ui

φiα

ako integrál v lokálnych súradniciach na Ui∫
(φiα)12...ndx1dx2 . . . dxn

kde
φiα = (φiα)12...ndx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn

je vyjadrenie φiα v lokálnych súradniciach. Napokon de�nujeme∫
N

α =
∑

i

∫
Ui

φiα.

Nezávislos´ od výberu lokálnych súradníc plynie z vety o substitúcii, a nezávislos´
od vo©by φi sa ©ahko nahliadne.

2. Stokesova veta

Stokesova veta hovorí toto: ak je α diferenciálna k-forma na variete M a N ⊂ M
je k + 1-rozmerná orientovaná podvarieta s hranicou ∂N , tak∫

N

dα =
∫

∂N

α

(∂N zdedí orientáciu z N ; treba zabezpe£i´, aby boli integrály de�nované - napr. pred-
pokladom ºe α zúºené na N má kompaktný nosi£).

24
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Dôkaz Stokesovej vety plynie hne¤ z de�nície integrálu. Lokálna mapa (t.j. lo-
kálne súradnice) nám identi�kujú otvorenú podmnoºinu U ⊂ M s otvorenou podm-
noºinou v �dolnom podpriestore�, t.j. v podmnoºine Rk+1 zadanej rovnicou x0 ≤ 0.

Pouºijeme rozklad jednotky, aby sme mohli predpoklada´, ºe supp α ⊂ U
(t.j. vynásobíme α príslu²ným φi). No a napokon spo£ítame integrál cez U tak,
ºe najprv preintegrujeme cez x0 - a Stokesova veta vylezie zo vz´ahu∫ 0

−∞
f ′(x) dx = f(0).

Stokesova veta je teda dôsledkom Newtonovho-Leibnizovho vz´ahu, a zárove¬
je jeho viacrozmerným zov²eobecnením.

3. Uzavreté a exaktné formy

Pripome¬me z predná²ky Diferenciálne formy 1, ºe pre kaºdú diferenciálnu
formu platí ddα = 0. Formy, ktoré sp¨¬ajú dα = 0 sa nazývajú uzavreté, formy ktoré
sa dajú vyjadri´ ako dβ sú zasa exaktné; kaºdá exaktná forma je teda uzavretou.
�asto býva dôleºité zisti´, £i je zadaná uzavretá forma aj exaktnou (vo fyzike to
zodpovedá otázke, £i existuje potenciál). Ako uvidíme, na Rn to je pravda vºdy, na
iných varietach to v²ak tak by´ nemusí.

Predstavme si, ºe na variete M máme uzavretú k-formu α (t.j. dα = 0), a ºe
K ⊂ M je uzavretá podvarieta. Ak náhodou∫

K

α 6= 0,

tak Stokesova veta nám povie, ºe α nie je exaktná, a zárove¬, ºe K nie je hranicou
k + 1-rozmernej podvariety M .

Ako najjednoduch²í príklad nech je M kompaktná varieta a α objemová forma
na M (t.j. α je forma najvy²²ieho stup¬a, ktorá nie je nikde nulová). M získa od α
orientáciu, a ∫

M

α > 0.

Forma α teda nie je exaktná, hoci je ur£ite uzavretá (ke¤ºe je najvy²²ieho stup¬a).
Ak je (M,ω) kompaktná 2n-rozmerná symplektická varieta, tak ωn je objemová
forma, ktorá teda nie je exaktná. Tým pádom ani ω nie je exaktná (naozaj: ak by
bolo ω = dβ, tak potom ωn = d(β∧ωn−1)). Na kompaktej variete teda symplektická
forma nemôºe by´ exaktná.

Ukáºme si e²te jeden príklad ktorý sa týka zauzlenia kriviek v priestore a
pochádza z magnetostatiky.

Nech γ1 je uzavretá krivka v R3 a nech B je 1-forma na R3−γ1, zadaná formulou

Bx(v) =
∫

γ1

((x− y)× v) · dy

|x− y|3
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B je (aº na násobok) magnetické pole, vyvolané v priestore elektrickým prúdom
v drôte γ1; tá hrozná formula je Biotov-Savartov zákon. Geometrický význam B
je tieº zaujímavý. Ak je γ ©ubovo©ná krivka, tak

∫
γ

B je celkový priestorový uhol
(t.j. plocha na jednotkovej sfére, v ktorej strede stojíme), ktorý zametie krivka γ1,
ke¤ sa na ¬u pozeráme po£as na²ej jazdy pozd¨º krivky γ.

Z oboch popisov plynie, ºe B je uzavretá (pre£o?). Nie je ale exaktná: ak je γ2

uzavretá krivka, tak
∫

γ2
B sa rovná celkovému prúdu, ktorý preteká cez ©ubovo©nú

plochu Σ, ktorej hranicou je γ2. Treba teda zisti´, ko©ko krát sa pretínajú γ1 a Σ
(spolu s orientáciami). Toto £íslo môºe by´ nenulové (aké je pre krivky na obrázku?);
zadáva, ko©ko krát sa krivky γ1 a γ2 okolo seba obto£ia.

4. De Rhamove kohomológie - de�nícia

Videli sme, ºe hoci kaºdá exaktná forma je uzavretou, naopak to nemusí by´
pravda. Povieme, ºe dve uzavreté formy leºia v tej istej kohomologickej triede, ak sa
lí²ia o exaktnú formu; triedu formy α ozna£íme [α]. Kohomologické triedy sa dajú
s£itova´, násobi´ £íslami, a aj násobi´ medzi sebou; v²etky tieto operácie zdedia z
diferenciálnych foriem (napr. [α] ∧ [β] := [α ∧ β]; rozmyslite si, ºe týmto je sú£in
dobre de�novaný). Ak máme hladké zobrazenie f : M → N a kohomologickú triedu
[α] na N , tak de�nujeme pullback [α] ako f∗[α] := [f∗α].

Vektorový priestor kohomologických tried na variete M (t.j. faktorpriestor uza-
vreté formy / exaktné formy) sa nazýva de Rhamova kohomológia M a ozna£uje
sa H∗

dR(M); H∗
dR(M) =

∑
i≥0 Hi

dR(M), kde Hi
dR(M) je priestor tried uzavretých

i-foriem (nazýva sa i-ta kohomológia M).

5. Homotopie a De Rhamove kohomológie

Dokáºeme si nasledujúce jednoduché, ale dôleºité tvrdenie:
Ak sa dajú dve uzavreté formy α0, α1 ∈ Ω(M) prepoji´ uzavretou formou α na

M × I (t.j. takou, ºe α0 ∈ Ω(M) je zúºenie α na M × {0} ⊂ M × I a podobne pre
α1), tak potom [α0] = [α1]. (Tvrdenie platí aj naopak: ak α1 = α0 + dβ, môºeme
pouºi´ α = α0 + d(tβ)).

Diferenciálnu formu β ∈ Ω(M) takú, ºe α1 − α0 = dβ, nájdeme pomocou
obrázku:

Naozaj:

0 =
∫

Σ×I

dα =
∫

∂(Σ×I)

α =
∫

Σ

(α1 − α0) +
∫

∂Σ×I

α

(v druhej rovnosti sme pouºili rozklad hranice valca Σ×I na dve podstavy a plá²´).
Ak teda de�nujeme formu β ∈ Ω(M) ako mínus integrál α cez I, t.j. tak, aby pre
kaºdé γ ⊂ M bolo ∫

γ

β = −
∫

γ×I

α,

tak bude ∫
Σ

(α1 − α0) =
∫

∂Σ

β,
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a teda α1 − α0 = dβ.
Majme teraz dve variety M a N a dve hladké zobrazenia f1,2 : M → N ,

ktoré sa dajú deformova´ jedno na druhé, t.j. sú prepojené hladkým zobrazením
f : M × I → N . Pre kaºdú kohomologickú triedu [ω] na N je f∗1 [ω] = f∗2 [ω].
Naozaj, sta£í poloºi´ v tvrdení, ktoré sme dokázali, α = f∗ω.

6. Prípad stiahnute©nej variety

Ak je varieta M stiahnute©ná, potom je kaºdá uzavretá forma na nej exaktná
(okrem 0-foriem, t.j. funkcií). Inými slovami,

Hk
dR(M) =

{
0 (k > 0)
R (k = 0)

Stiahnute©nos´ znamená, ºe sa dá identické zobrazenie M → M zdeformova´ na
kon²tantné, t.j. existuje zobrazenie f : M × I → M a bod x0 ∈ M také, ºe f0(x) :=
f(x, 0) = x a f1(x) := f(x, 1) = x0 pre v²etky x ∈ M . Najjednoduch²í príklad
stiahnute©ného M je Rn, kde môºeme pouºi´ f(x, t) = tx.

Naozaj: pre kaºdú uzavretú k-formu ω na M je f∗0 ω = ω a (pre k > 0) f∗1 ω = 0,
£iºe [ω] = 0. To je v²etko.

�o sa dá robi´ v prípade nestiahnute©ných variet? Predstavme si, ºe varietu
M pokryjeme dostato£ne malými otvorenými podmnoºinami Ui, tak, aby kaºdé
Ui bolo stiahnute©né, a aby aj prienik ©ubovo©ného po£tu Ui-£ok bol stiahnute©ný
alebo prázdny. Ak je α uzavretá k-forma na M , tak je na kaºdom Ui exaktná,
t.j. nájdeme k− 1-formu βi na Ui tak, ºe dβi = α. Na prieniku Ui ∩Uj nemusí by´
βi = βj , ale dβi = dβj , t.j. βi−βj = dγij pre vhodnú k−2-formu γij na Ui∩Uj . Ke¤
budeme takto postupova´ ¤alej, napokon skon£íme s kon²tantami (t.j. kon²tantnými
funkciami) na k + 1-násobných prienikoch Ui-£ok. Týmto spôsobom sa dá previes´
problém výpo£tu H∗

dR(M) na kombinatorický problém, a aj dokáza´, ºe H∗
dR(M) =

H∗(M, R); to je ale za hranicami tejto predná²ky.

7. Sféra a stredovanie

Skúsme teraz spo£íta´ H∗
dR(Sn), kde Sn ozna£uje n-rozmernú sféru. Ak je α

uzavretá forma na Sn a g : Sn → Sn ©ubovo©né oto£enie, tak [g∗α] = [α]; to preto,
lebo g je homotopické s identitou (dá sa dosiahnu´ pohybom). Ak by sme mali viac
oto£ení gi, 1 ≤ i ≤ m, tak potom aj[

1
m

m∑
i=1

g∗i α

]
= [α].

Ak vystredujeme α cez v²etky oto£enia (musíme prejs´ od sumy k integrálu, konkrétne

〈α〉 :=
∫

SO(n+1)

g∗α dg,

kde invariantná hustota dg je normalizovaná tak, aby
∫

SO(n+1)
dg = 1), tak bude

na¤alej
[〈α〉] = [α] .

To znamená, ºe v kaºdej kohomologickej triede je forma, ktorá je invariantná vo£i
v²etkým rotáciám - konkrétne 〈α〉.

Ako vyzerajú rota£ne invariantné formy na Sn? Takú formu α sta£í pozna´
v jednom bode P ∈ Sn, do ostatných sa prinesie oto£eniami. Nech je e1, . . . , en

ortonormálna báza T ∗
P Sn, a pozrime sa na oto£enie g o 90◦ e1 7→ e2, e2 7→ −e1,

ei 7→ ei (i ≥ 2). Napí²eme α v báze sú£inov ei-£ok; ak sa v tomto zápise vyskytuje
£len povedzme c e1 ∧ e3 ∧ e4 , tak oto£enie g dáva £len c e2 ∧ e3 ∧ e4, a e²te raz
opakované oto£enie g dáva −c e1 ∧ e3 ∧ e4, £iºe c = 0. Takýto £len sa teda v α
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nevyskytuje; bu¤ sú e1 a e2 spolu, alebo ani jedno. Namiesto 1 a 2 si ale môºeme
zvoli´ ©ubovo©nú dvojicu indexov, a prídeme k tomu, ºe bu¤ sú tam zárove¬ v²etky
ei (t.j. máme násobok e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en) alebo ani jedno.

Jediné invariantné formy na Sn sú teda kon²tanty a kon²tantné násobky ob-
jemovej formy. Obe sú uzavreté a nie sú exaktné (kon²tanty o£ividne, a objemová
forma preto, lebo má nenulový integrál), £iºe

Hk
dR(Sn) =

{
R (k = 0, n)
0 (inak)

.

Okrem n = 2 je teda H2
dR(Sn) = 0 a Sn preto nemôºe by´ symplektickou varietou.
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Hamiltonovská mechanika 2 (MF)

• Algebra pozorovatel'ných (dva kompatibilné sú£iny)
• Poincarého-Cartanove integrálne invarianty a Liouvillova veta
• Hamiltonián závislý od £asu
• Forma pdq −Hdt, varia£ný princíp pre Hamiltonove rovnice

Algebra pozorovatel'ných. Prítomnost' Poissonovej zátvorky obohacuje (aso-
ciatívnu) algebru funkcií F(M) na symplektickej variete o dodato£nú ²truktúru
Lieovej algebry, takºe vzniká kombinovaná algebra pozorovatel'ných klasickej mechaniky
A(M) (varieta M hrá v klasickej mechanike úlohu fázového priestoru). Jej prvky,
pozorovatel'né, sú funkcie f ∈ F(M) na fázovom priestore; dajú sa robit' ich lineárne
kombinácie a pobodové sú£iny (⇒ zatial' asociatívna algebra), ale aj ich Poissonove
zátvorky (⇒ Lieova algebra).

Názov "pozorovatel'ná" pre funkcie na fázovom priestore zodpovedá predstave,
ºe to sú (v klasickej mechanike) práve objekty teórie, ktorým zodpovedajú meratel'né
veli£iny a ktoré sa dajú porovnávat' s výsledkom merania. Merania sa konajú na
"stavoch", ktorým v teórii zodpovedajú body fázového priestoru M . Výsledkom
merania pozorovatel'nej f v stave p ∈ M je hodnota f v bode p, teda £íslo f(p).

Dva "sú£iny" A(M)×A(M) → A(M) sú navzájom prepojené identitou

{f, gh} = {f, g}h + g{f, h}

ktorá jednoducho odráºa fakt, ºe za Poissonovou zátvorke je vektorové pole, {f, . } =
ζf ( . ), t.j. derivácia (asociatívnej) algebry F(M).

Ked'ºe prvky algebry A(M) (pozorovatel'né) sú funkcie na fázovom priestore
M , prirodzene na nej pôsobia difeomor�zmy (f 7→ Φ∗f). �truktúru tejto algebry
zachovávajú práve symplektomor�zmy (M,ω), t.j. také difeomor�zmy M na seba,
ktoré zachovávajú symplektickú formu ω

Φ∗ω = ω

Hamiltonovské polia generujú toky takýchto transformácií. Pôsobenie tokov hamilton-
ovských polí na algebre A(M)

Uf
t : A(M) → A(M) Uf

t := (Φf
t )∗ Φf

t ↔ ζf , f ∈ A(M)

sa dá vyjadrit' aj v tvare radu

Uf
t g = g + t{f, g}+

t2

2!
{f, {f, g}}+

t3

3!
{f, {f, {f, g}}}+ . . .

Pritom Jacobiho identita pre Poissonovu zátvorku je vlastne in�nitezimálnou verziou
podmienky zachovania Poissonovej zátvorky (l'ubovol'ných dvoch funkcií) vo£i toku
l'ubovol'ného hamiltonovského pol'a, t.j. podmienky

Uf
t {g, h} = {Uf

t g, Uf
t h} f, g, h ∈ A(M)

Zobrazenie
Uf

t : A(M) → A(M)

29
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je pre kaºdé t automor�zmom algebry pozorovatel'nýchA(M) (zachováva jej lineárnu
²truktúru aj oba sú£iny) a predpis t 7→ Uf

t je jednoparametrickou grupou takýchto
automor�zmov.

Poincarého-Cartanove invarianty, Liouvillova veta. Geometrická formulácia
Hamiltonových rovníc

(33) γ̇ = ζH iζH
ω = −dH

sa umoº¬uje elegantne vysporiadat' s niektorými otázkami, ktoré sú bez nej tech-
nicky podstatne komplikovanej²ie. Napríklad s Poincarého-Cartanovými integrál-
nymi invariantami. Tvrdenie spo£íva v tom, ºe integrál k-násobného sú£inu sym-
plektickej formy (£o je 2k-forma) po l'ubovol'nej 2k-rozmernej oblasti sa nemení, ked'
túto oblast' posúvame po variete hamiltonovským tokom generovaným l'ubovol'nou
funkciou. ∫

Φt(D)

ω ∧ · · · ∧ ω︸ ︷︷ ︸
k kusov

=
∫
D

ω ∧ · · · ∧ ω︸ ︷︷ ︸
k kusov

Φt ↔ ζf

(�peciálne ak za túto funkciu vyberieme hamiltonián, dostávame invariantnost' vo£i
£asovému vývoju.)
H Dôkaz je pomocou foriem (na rozdiel od súradnicového jazyka) aº smie²ne
jednoduchý:∫

Φt(D)

ω ∧ · · · ∧ ω =
∫
D

Φ∗
t (ω ∧ · · · ∧ ω) =

∫
D

Φ∗
t ω ∧ · · · ∧ Φ∗

t ω =
∫
D

ω ∧ · · · ∧ ω

N
Najdôleºitej²í a najznámej²í je posledný z týchto integrálnych invariantov, t.j.

prípad k = n. Príslu²né tvrdenie je známe ako Liouvillova veta. Hovorí, ºe pri
fázovom toku sa zachováva (kanonický) fázový objem. Výpo£et ukazuje, ºe integrál
z n-násobného sú£inu symplektickej formy sa v kanonických súradniciach vyjadruje
výrazom beºným v ²tatistickej fyzike, t.j. (aº na normovací faktor) ako

∫
D dpdq.

Hamiltonián závislý od £asu. Zatial' sme predpokladali, ºe hamiltonián (generá-
tor dynamického pol'a) nezávisí od £asu. Bola to funkcia na symplektickej variete,
takºe v kanonických súradniciach funkcia premenných (q, p) (a nijakého d'al²ieho
t). Z mechaniky v²ak vieme, ºe v Hamiltonových (alebo Lagrangeových) rovniciach
sa apriori nepredpokladá, ºe hamiltonián (lagranºián) nezávisí od £asu; v²eobecne
sa Hamiltonove rovnice (13) chápu tak, ºe H = H(q, p, t) a podobne aj v La-
grangeových rovniciach sa pripú²t'a L(q, q̇, t). Ako zahrnút' do na²ich geometrických
úvah túto moºnost'?

Potrebujeme v prvom rade povedat', na akej variete bude vlastne de�novaný
hamiltonián, ak jeho súradnicové vyjadrenie má byt' H(q, p, t). Jedno prirodzené
rie²enie je pridat' k pôvodnej symplektickej variete dodato£nú £asovú os (prejst' k
roz²írenému fázovému priestoru), £iºe prejst' od symplektickej variety M k variete
M × R .

Teraz sa dá postupovat' takto. Prepí²eme Hamiltonove rovnice (13) do tvaru

(34) dqa − ∂H

∂pa
dt = 0 dpa +

∂H

∂qa
dt = 0 a = 1, . . . n

Názorne pochopitel'ná (a na predná²ke z analýzy zakazovaná) interpretácia týchto
rovníc je taká, ºe vyjadrujú vzt'ah medzi in�nitezimálnymi prírastkami súradníc
dqa, dpa a £asu dt na rie²eniach pohybových rovníc (13). No dá sa na ne pozerat'
aj iná£ - cez diferenciálne formy a distribúcie (tento pohl'ad je uº nezakázatel'ný).
Konkrétne, na variete, kde sa pouºívajú súradnice qa, pa a t, t.j. akurát na na²om
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roz²írenom fázovom priestore M × R, uvaºujeme 2n diferenciálnych 1-foriem

αa := dqa − ∂H

∂pa
dt βa := dpa +

∂H

∂qa
dt

Podmienku (34) potom treba chápat' tak, ºe dotykový vektor γ̇ ku krivke t 7→
γ(t) ↔ (qa(t), pa(t), t) v roz²írenom fázovom priestore M × R vynuluje kaºdú z 2n
1-foriem αa, βa

iγ̇αa = 0 iγ̇βa = 0

1-formy αa a βa sa teda pouºijú ako ohrani£ujúce formy istej distribúcie. Ked'ºe
sú lineárne nezávislé, je ich 2n a sme na 2n + 1 rozmernej variete, distribúcia je
1-rozmerná.
H Ak sme na variete N × R so súradnicami (x1, . . . , xn, t), tak l'ubovol'ná p-
forma má tvar dt ∧ a + b, kde formy a, b uº neobsahujú dt. Uvaºujem 1-formy
σi = dxi + f i(x, t)dt, i = 1, . . . , n. Ich sú£in σ1 ∧ · · · ∧ σn je nejaká n-forma. Má
teda ur£ite tvar dt ∧ â + b̂. Vel'mi l'ahko sa zistí to b̂ - vzniká totiº tak, ºe pri
roznásobovaní zoberiem z kaºdého σi £len dxi - dostávam tak b̂ = dx1 ∧ · · · ∧ dxn.
Táto n-forma je nenulová a lineárne nezávislá na druhom £lene vo v²eobecnom
rozklade, takºe sú£in σ1 ∧ · · · ∧ σn je nenulový. To ale znamená, ºe 1-formy σi sú
lineárne nezávislé. N

V kaºdom bode roz²íreného fázového priestoru tak existuje významný smer (1-
rozmerný podpriestor v dotykovom priestore). Z kon²trukcie tých 1-foriem vyplýva,
ºe íst' týmto smerom znamená vyvíjat' sa podl'a Hamiltonových rovníc. Znamená
to, ºe ²tudovat' rie²enia Hamiltonových rovníc je vlastne �to isté� ako ²tudovat'
distribúciu danú 1-formami αa a βa.

Teraz si uvedomíme, ºe vynulovat' kaºdú z 1-foriem αa a βa zvlá²t' a vynulovat'
jednu jedinú 2-formu βa ∧ αa je to isté:

iW (βa ∧ αa) = 0 ⇔ iW βa = 0 = iW αa , a = 1, . . . , n

To ale znamená, ºe celá informácia o uvaºovanej distribúcii je kompaktne uloºená
aj v tej jedinej 2-forme βa ∧ αa. No a ako tá úºasná 2-forma, na ktorej pleciach
spo£íva celá distribúcia, vlastne vyzerá? Takto:

βa ∧ αa = dpa ∧ dqa − dH ∧ dt

= d(padqa −Hdt) ≡ d(pdq −Hdt)

Vidíme teda, ºe zo sú£iastok, ktoré vzniknú prirodzene pri odbornej demontáºi
Hamiltonových rovníc sa dá jednoducho poskladat' exaktná 2-forma d(pdq −Hdt),
ktorá hrá kl'ú£ovú úlohu pre Hamiltonove rovnice. Ich geometrický zápis pomocou
nej vyzerá

(35) iγ̇(dpa ∧ dqa − dH ∧ dt) ≡ iγ̇d(pdq −Hdt) = 0

Ak hamiltonián nezávisí explicitne od £asu, dá sa z tejto rovnice (pre krivku t 7→
γ(t) ↔ (q(t), p(t), t) na M × R) získat' vyjadrenie (33) (kde to ale je pre krivku
t 7→ γ(t) ↔ (q(t), p(t)) uº len na M).

Varia£ný princíp. Stru£ne spomenieme argument, z ktorého sa prakticky bez
výpo£tov dá nahliadnut', ºe krivka, ktorá je rie²ením rovnice (35), zárove¬ extremal-
izuje ú£inok

S[γ] =

t2∫
t1

(pdq −Hdt) ≡
t2∫
t1

σ
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Nech γ(t) je rie²ením rovnice (35) na intervale medzi t1 a t2. Vykonáme jej drobnú
variáciu, γ(t) 7→ γε(t), ktorá nechá (zatial') konce na mieste. Tým dostaneme dvo-
jrozmerný úzky pásik Σ ohrani£ený pôvodnou a novou krivkou: ∂Σ = γ − γε .
Uvaºujme integrál 2-formy dσ po tomto pásiku,

∫
Σ

dσ. Tento integrál sa podl'a
Stokesovej vety rovná rozdielu ú£inku po pôvodnej a varírovanej krivke, £iºe práve
variácii ú£inku (so znamienkom mínus). Zárove¬ je v²ak (do prvého rádu) nulový:
ked' ho budeme v procese integrovania sekat' na kúsky, tieto kúsky sa dajú natiahnút'
na dvojicu vektorov γ̇ (v smere pásika) a W (pole, ktorým sa realizuje variácia).
Príspevok za taký kúsok ale je dσ(γ̇, W ) = (iγ̇dσ)(W ) = 0, ked'ºe podl'a (35) je
iγ̇dσ = 0. Argument prejde aj pre variácie, ktoré koncami krivky hýbu, ale len tak,
aby sme neprispeli do integrálu po hranici. Zo ²truktúry formy σ (z £lena padqa)
vidno, ºe nemáme varírovat' qa, ale pokojne môºeme zmenit' pa.



PREDNÁ�KA 7

Lagrangeove podvariety (P�)

1. Ni£ neº de�nície

V symplektickom vektorovom priestore (V, ω) sa dá ω pouºíva´ ako �skalárny
sú£in�. Napríklad sa dá pouºi´ na de�níciu ortogonálneho doplnku: ak je U ⊂ V
vektorový podpriestor, U⊥ = {v ∈ V ; (∀u ∈ U) ω(u, v) = 0}; z nedegenerovanosti
ω plynie, ºe

(36) dim U + dim U⊥ = dim V.

Antisymetria ω má za následok napríklad to, ºe kaºdý vektor je kolmý sám na seba.
Ak je ω|U = 0, £iºe U ⊂ U⊥, podpriestor U ⊂ V sa nazýva izotropný.

Ak je naopak U ⊃ U⊥, tak U je koizotropný. V²imnime si (z rovnice (36)), ºe
izotropné priestory sp¨¬ajú dim U ≤ dim V/2, koizotropné dim U ≥ dim V/2, a ak
nastane rovnos´, tak v oboch prípadoch U = U⊥, a U je teda zárove¬ izotropný aj
koizotropný.

Práve tento posledný prípad je najzaujímavej²í. Ak U = U⊥, podpriestor U je
Lagrageov. Najjednoduch²í spôsob ako zisti´, ºe U ⊂ V je Lagrangeov, je zvy£ajne
skontrolova´, ºe ω|U = 0 a dim U = dim V/2.

Prejdime teraz z lineárnej algebry na variety. Podvarieta N symplektickej va-
riety (M,ω) je Lagrangeova, ak pre kaºdý bod x ∈ N je TxN ⊂ TxM Lagrangeov
podpriestor (a podobne pre izotropné a koizotropné podvariety). Podvarieta N je
teda Lagrangeova, ak ω|N = 0 a dim N = dim M/2.

2. T ∗M a vytvárajúce funkcie

Na£o sú nám Lagrangeove podvariety? Na v²etko. Teda aspo¬ pod©a Alana
Weinsteina, ktorý zhrnul úlohu Lagrangeových variet takto:

V²etko je Lagrangeova varieta.

My síce uvidíme len niektoré veci, ktoré sú Lagrangeovými varietami, ale aj tak to
bude zaujímavé.

Najprv sa v²ak zoznámme so základným príkladom symplektických variet.
Vezmime ©ubovo©nú varietu M (fyzikálne �kon�gura£ný priestor�) a vyrobíme z
nej symplektickú varietu T ∗M (fyzikálne �fázový priestor�), ktorej sa po slovensky
hovorí kodotykový bandl. Bod variety T ∗M je pod©a de�nície dvojica: bod x ∈ M
a kovektor p ∈ T ∗

x M . V lokálnych súradniciach xi na M sa kovektor p rozpí²e do
bázy dxi ako p = pidxi. Bod K je zadaný n-ticou £ísel xi, kovektor v tom bode
¤al²ou n-ticou pi; funkcie xi a pi sú teda lokálnymi súradnicami na 2n-rozmernej
variete T ∗M .

Po¤me teraz k symplektickej forme na T ∗M . Najprv na T ∗M zavedieme tzv. tau-
tologickú 1-formu θ: v súradniciach je θ = pidxi, a bez súradníc (v bode (x, p) ∈
T ∗M)

(37) θ(x,p)(v) := p(π∗v),

kde π : T ∗M → M je o£ividná projekcia. No a symplektická forma je

ω = dθ = dpi ∧ dxi.

33
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V súradniciach je to na²a stará známa.
Teraz zistíme, ºe ako vyzerajú Lagrangeove podvariety v T ∗M . Ur£ite je kaºdé

T ∗
x M ⊂ T ∗M Lagrangeovou podvarietou, lebo na nej je θ = 0. Z toho istého dôvodu

je aj M ⊂ T ∗M . Pozrieme sa, ºe ako vyzerajú v²etky ostatné, presnej²ie tie z nich,
ktoré sú grafom nejakej 1-formy α (t.j. pretínajú kaºdé T ∗

x M ⊂ T ∗M v jednom
bode a transverzálne):

Kedy je taký graf Lagrangeovou podvarietou? Ak sa na α pozrieme ako na
zobrazenie M → T ∗M , tak z de�nície (37) máme α∗θ = α, £iºe α∗ω = dα, teda
podvarieta je Lagrangeova práve ke¤ je α uzavretá.

Uzavreté 1-formy sa najlep²ie vyrábajú z funkcií: z f vyrobíme df . Funkcia f
za nazýva vytvárajúcou funkciou príslu²nej Lagrangeovej podvariety (t.j. grafu 1-
formy df). Globálne nemusí funkcia f taká, ºe df = α existova´, ale lokálne ur£ite
existuje (a je jednozna£ná aº na pripo£ítanie kon²tanty).

V²imnime si, ºe sme vlastne popísali Lagrangeove podvariety v kaºdej symplek-
tickej variete, teda aspo¬ lokálne, ve¤ lokálne vyzerá kaºdá symplektická varieta
ako T ∗M . Naozaj: na kaºdej symplektickej variete existujú lokálne súradnice xi, pi,
také, ºe ω = dpi ∧ dxi. Funkcia f súradníc xi nám zadáva Lagrangeovu podvarietu
rovnicami

(38) pi =
∂f

∂xi
.

Ak by sme mali Lagrangeovu podvarietu takú, ºe nám neumoº¬uje vyjadri´ p-£ka
ako funkcie x-ov, dá sa urobi´ jednoduchý trik s povymie¬aním vhodných x-ov
za p-£ka. Sta£í uvies´ jednoduchý príklad (v ktorom bude dimenzia symplektickej
variety 4, a teda dimenzia Lagrangeovej podvariety 2, a celý trik spo£íva v nahradení
x2 7→ p2, p2 7→ −x2, ktoré zachováva symplektickú formu): majme funkciu f(x1, p2),
potom je

p1 =
∂f

∂x1

x2 = − ∂f

∂p2
(39)

Lagrangeovou podvarietou. Pomocou takýchto zámen uº nájdeme v²etky Lagrangeove
podvariety.

3. Symplektomor�zmy (£iºe kanonické transformácie)

Uº vieme nájs´ (aspo¬ lokálne) v²etky Lagrangeove podvariety, ale e²te stále
nevieme, ºe na £o je nám to dobré. To sa teraz zmení.
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Majme dve symplektické variety (M1, ω1) a (M2, ω2) (v praxi to bude £asto
tá istá varieta) rovnakej dimenzie, a zaujíma´ nás budú zobrazenia φ : M1 → M2

zachovávajúce symplektickú formu, t.j. φ∗ω2 = ω1 (v²imnime si, ºe φ musí by´
lokálne difeomor�zmom - plynie to z nedegenerovanosti symplektických foriem).

Graf Γ zobrazenia φ je podvarietou M1 × M2. Vezmime teraz na M1 × M2

symplektickú formu ω = π∗2ω2−π∗1ω1 (kde π1,2 : M1×M2 → M1,2 sú projekcie). Ak
si stotoºníme Γ s M1 (pomocou projekcie π1) tak môºeme napísa´ ω|Γ = φ∗ω2−ω1.
Máme teda výsledok: zobrazenie zachováva symplektickú formu práve ke¤ je jeho
graf Lagrangeovou podvarietou.

Pokia© sa nám podarí stotoºni´ M1×M2 z nejakým T ∗M , budeme v ¬om vedie´
popísa´ v²etky Lagrangeove podvariety (teda aspo¬ tie vhodne transverzálne), a
teda aj v²etky symplektické zobrazenia. Také stotoºnenie sa dá urobi´ (hoci len
lokálne) pomocou lokálnych Darbouxových súradníc. Nech ω1 = dpi ∧ dxi, ω2 =
dPi ∧ dXi, teda ω = dPi ∧ dXi + dxi ∧ dpi. Ak na Γ sú Pi a xi hladkými funkciami
X-ov a p-£ok, tak ako sme zistili vy²²ie, existuje funkcia f(X, p) taká, ºe

Pi =
∂f

∂Xi

xi =
∂f

∂pi

Tieto rovnice nám zadávajú zobrazenie φ implicitne; treba z nich vyjadri´ X-y a P -
£ka ako funkcie x-ov a p-£ok. Funkcia f sa nazýva vytvárajúcou funkciou zobrazenia
φ. Pokia© sa na Γ nedajú vyjadri´ Pi a xi ako funkcie X-ov a p-£ok, ale dajú sa
napríklad vyjadri´ Pi a pi ako funkcie X-ov a x-ov, môºeme pouºi´ rovnaký trik
ako pri (39): nájdeme funkciu f(X, x) a

Pi =
∂f

∂Xi

pi = − ∂f

∂xi
.

Napokon si pozrime prípad, ke¤ M1 = M2 = A, kde (A,ω) je a�nný symplek-
tický priestor (s kon²tantnou symplektickou formou). Popí²eme si, ako prirodzene
stotoºni´ A × A s T ∗A. Nakreslime si graf týchto zobrazení A → A: identity, a
v²etkých stredových symetrií. V²etky tieto zobrazenia sú symplektomor�zmami,
£iºe ich grafy sú Lagrangeove podvariety A×A.
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Tento obrázok nám zadáva stotoºnenie A× A s T ∗A: diagonálu graf identity) sto-
toºníme s A ⊂ T ∗A a antidiagonály (grafy stredových súmerností) s T ∗

x A (kde x je
stred súmernosti). Formulka je (x, y) ∈ A×A 7→ ((x + y)/2, ω(x− y, ·)/2).

Ak je teraz H funkcia na A, tak zobrazenie φ : A → A, ktoré nám takto zadáva,
je na obrázku:

V kaºdom bode y ∈ A spo£ítame (ξH)y a vloºíme ho do A tak, aby y leºal v jeho
strede. Zobrazenie φ posiela za£iatok takto umiestneného vektora na jeho koniec.
Podobnos´ s tokom Hamiltonovského vektorového po©a ξH nie je náhodná.

4. Polarizácie, fázový priestor s magnetickým po©om

Uº vieme (aspo¬ £iasto£ne), ºe Lagrangeove podvariety sú uºito£né, a ºe zvlá²´
dobre sa h©adajú v T ∗M . �o potrebujeme k tomu, aby sme zadanú symplektickú
varietu N aspo¬ lokálne stotoºnili s nejakým T ∗M? Potrebujeme N vyplni´ La-
grangeovými podvarietami, z ktorých sa stanú T ∗

x M , a e²te jednu Lagrangeovu
podvarietu, ktorá ich transverzálne pretína, a z ktorej sa stane M .

Foliácia symplektickej variety Lagrangeovými podvarietami sa nazýva polarizá-
cia. (alebo presnej²ie, reálna polarizácia; s komplexnými polarizáciami sa stretneme
neskôr). No a tu je o£akávané tvrdenie: Ak je F polarizácia symplektickej variety
(N,ωN ), a M ⊂ N Lagrangeova podvarieta pretínajúca listy F transverzálne, po-
tom sa dá prirodzene stotoºni´ okolie M ⊂ N s okolím M ⊂ N ; toto stotoºnenie je
dané jednozna£ne poºiadavkou, aby listy F prechádzali na T ∗

x M a aby sa zachovala
symplektická forma.

Dôkaz tohoto tvrdenia je jednoduchý: sta£í skon²truova´ na N 1-formu θN tak,
aby bola nulová na M aj na listoch F , a aby dθN = ωN . Táto forma prejde na
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tautologickú formu θT∗M na T ∗M . De�nujeme ju tak, ºe povieme, £o je jej integrál
cez ©ubovo©nú krivku γ: ∫

γ

θN =
∫

Σ

ωN ,

kde Σ je krivo£iary ²tvoruholník, ktorého jedna strana je γ, jej susedné strany leºia
v listoch F a proti©ahlá strana leºí v M . (Rozmyslite si, ºe týmto je θN dobre
de�novaná (aspo¬ lokálne) a má ºiadané vlastnosti: sta£í pouºíva´ uzavretos´ ωN a
Stokesovu vetu).

A ke¤ uº takúto θN máme, tak proste vyrobíme zobrazenie s : N → T ∗M ,
ktoré ju zobrazí na θT∗M : ozna£íme πN : N → M projekciu pozd¨º listov F , a
kaºdému bodu b ∈ N priradíme kovektor s(b) ∈ T ∗

πN (b)M predpisom,

s(b)(v) = θN (v̄),

kde v̄ ∈ TbN je ©ubovo©ný zdvih v (t.j. πN∗v̄ = v). Ak to vyzerá zloºite, tak si
rozmyslite, ºe je to v skuto£nosti o£ividné.

Napokon sa zamyslime, £o by sa stalo, keby sme mali polarizáciu F , a M by
bola len transverzálou, ale nie Lagrangeovou (t.j. ωN |M 6= 0). Ni£ stra²né sa nedeje:
ω′N = ωN − π∗(ωN |M ) by bola symplektickou formou, a vo£i nej by M uº bola
Lagrangeova. N sa dá teda na¤alej stotoºni´ s T ∗M , ale so symplektickou formou

(40) ωT∗M + π∗B,

kde B = ωN |M .
Symplektická forma (40) sa vyskytuje aj v mechanike. Varieta M je kon�gu-

ra£ný priestor a uzavretá 2-forma B na M je magnetické pole. Hamiltonove rovnice
(pre Hamiltonián typu p2/2m + V (x)) popisujú pohyb nabitej £astice v potenciáli
a v magnetickom poli; magnetické pole pritom nevstupuje do Hamiltoniánu, ale do
symplektickej formy.

5. Koizotropné podvariety

Podvarieta C symplektickej variety M sa (prekvapujúco) nazýva koizotropná,
ak je TP C ⊂ TP M koizotropný podpriestor pre kaºdý bod P ∈ C. Symplektická
forma po zúºení na C prestane by´ nedegenerovaná; dimenzia jej jadra je dim M −
dim C (pre£o?). Ozna£me si túto zúºenú 2-formu proste ω. V²imnime si (pomocou
Frobeniovej vety), ºe tieto jadrá tvoria integrabilnú distribúciu. Naozaj: ak máme
vektorové polia u, v, ktoré sú v jadre, t.j.

iuω = ivω = 0,

tak potom aj
Luω = Lvω = 0,

lebo Luω = d(iuω) + iudω, a teda

0 = Lu(ivω) = iLuvω = i[u,v]ω,

t.j. [u, v] je tieº v jadre.
Jadrá formy ω nám teda dávajú foliáciu variety C, ktorú ozna£íme F . Na

priestor listov C/F (ak je to teda varieta; vo v²eobecnosti musíme zobra´ U/F ,
kde U ⊂ C je dostato£ne malá otvorená podmnoºina) forma ω zostúpi, a stane sa
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z nej symplektická forma. Pre£o? Zostúpi preto, lebo a) faktorizujeme jadrami a b)
lebo ak iuω = 0 tak aj Luω = 0. No a nedegenerovanou (a teda symplektickou)
bude preto, lebo faktorizujeme jadrami.

Máme teda spôsob výroby symplektických variet: v symplektickej variete M
zvolíme koizotropnú podvarietu C a z nej spravíme priestor listov C/F . Viac o tejto
metóde, v prípade, ke¤ sa C nájde pomocou grupy pôsobiacej na M , sa dozviete v
predná²kach o symplektickej redukcii.
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Symplektická geometria, Moserov trik (MN)

Pre symplektickú varietu (M,ω) môºeme ²tudova´ také difeomor�zmy Ψ ∈
Diff(M), hladké zobrazenia z M do M , ktoré zachovávajú symplektickú formu

ω = Ψ∗ω.

Takéto zobrazenia nazývame symplektomor�zmy. Prirodzene, identita bude sym-
plektomor�zmom a v²etky symplektomor�zmy variety (M,ω) budú tvori´ grupu,
ktorú zna£íme Symp(M).

Ukazuje sa, ºe nasledujúca metóda je vhodným nástrojom pre popis a pochope-
nie ²truktúry grupy symplektomor�zmov. Pre jednoparametrickú triedu difeomor-
�zmov Ψt chceme nájs´ podmienku, ktorá nám zaru£í, ºe v²etky difeomor�zmy
Ψt zachovajú symplektickú ²truktúru, t.j. Ψt ∈ Symp(M) pre v²etky t. Ak na²a
jednoparametrická trieda zobrazení bude za£ína´ v identite, teda pre t = 0 poloºíme
Ψ0 = Id, dostaneme následne opis lokálnej ²truktúry grupy symplektomor�zmov
Symp(M,ω) v blízkosti identity Id.

Pre u©ah£enie situácie vyuºijeme kore²pondenciu medzi triedami difeomor�z-
mov Ψt ∈ Diff(M) a triedami vektorových polí Xt ∈ X (M). Kaºdú jednoparamet-
rickú triedu difeomor�zmov Ψt za£ínajúcu v identite Id môºeme popísa´ pomocou
trajektórií ¬ou generovaných, teda kaºdému bodu variety p ∈ M zodpovedá tra-
jektória � hladká krivka, zloºená z bodov Ψt(p). Vektorové pole Xτ v bode p bude
tvorené dotykovým vektorom k trejektórii v bode Ψτ (p), stiahnuté naspä´ do bodu
p. Toto môºeme zapísa´ ako

d

dt

∣∣∣∣
t=τ

Ψt = Xτ ◦Ψτ , kde Xτ ◦Ψτ = Ψτ ∗Xτ .

Symplektická forma, v¤aka nedegenerovanosti, ur£uje izomor�zmus medzi vek-
torovými poliami a 1-formami nasledujúcim predpisom

X (M) → Ω1(M) : X 7→ ιXω = ω(X, ·).

Hovoríme, ºe X ∈ X (M) je symplektické vektorové pole ak je ιXω uzavretá forma,
t.j. d(ιXω) = 0. Nasledujúce tvrdenie dáva do súvisu symplektomor�zmy a sym-
plektické vektorové polia.

Tvrdenie 8.1. Nech M je uzavretá varieta a Ψt ∈ Diff(M) je hladká trieda
difeomor�zmov generovaná triedou vektorových polí Xt ∈ X (M). Potom je zobraze-
nie Ψt symplektomor�zmom pre kaºdé t vtedy a len vtedy, ak Xt je symplektickým
vektorovým po©om pre kaºdé t.

Navy²e, ak X, Y ∈ X (M,ω) sú symplektické vektorové polia, potom je aj [X, Y ]
symplektické vektorové pole a platí

ι[X,Y ]ω = −dH, kde ω(X, Y ) = H.

Dôsledok 8.2. Algebra symplektických vektorových polí X (M,ω) je Lieovou
algebrou grupy symplektomor�zmov Symp(M,ω).
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Dôkaz. Podmienkou, aby Ψt bol symplektomor�zmom vzh©adom na symplek-
tickú formu ω pre kaºdé t je

Ψ∗
t ω = ω,

£o je to isté ako
d

dt

∣∣∣∣
t=τ

(Ψ∗
t ω) = 0, pre v²etky τ.

Zopakujme si de�níciu Lieovej derivácie a Cartanových vzorcov. V na²om prípade
pre tok � triedu difeomor�zmov Ψt, generovaných kon²tantným vektorovým po©om
X a ©ubovo©ný tenzor A platí

LXA =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(Ψ∗
t A),

LXA = ιXdA + d(ιXA).

Podmienku zachovávania symplektickej ²truktúry môºeme pomocou týchto rovností
upravi´ nasledovne

0 ≡ d

dt

∣∣∣∣
t=τ

(Ψ∗
t ω) = Ψ∗

τ ◦ (LXτ
ω) = Ψ∗

τ (ιXτ
dω + d(ιXτ

ω)) = Ψ∗
τ (d(ιXτ

ω)).

V prvej rovnosti sme vyuºili fakt, ºe tok Ψτ je generovaný po©om Xτ , teda
platí d

dt

∣∣
t=τ

Ψt = Xτ ◦ Ψτ = Ψτ ∗Xτ , v poslednej rovnosti vyuºívame fakt, ºe ω je
symplektická forma, £iºe dω = 0. Takto dostávame podmienku d(ιXτ ω) = 0, £o je
presne podmienka pre to, aby Xτ bolo symplektické vektorové pole.

Druhú £as´ tvrdenia, uzavretos´ symplektických vektorových polí vzh©adom
na Lieovu zátvorku, dokáºeme podobne. Nech X, Y ∈ X (M,ω) sú symplektické
vektorové polia, a nech vektorové pole Y generuje tok Ψt. Potom

[X, Y ] = LXY = −LY X = − d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ψ∗
t X,

a s pouºitím Cartanových vzorcov dostávame

ι[X,Y ]ω = − d

dt

∣∣∣∣
t=0

ι(Ψ∗
t X)ω = − d

dt

∣∣∣∣
t=0

ι(Ψ∗
t X)(Ψ∗

t ω) = − d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ψ∗
t (ιXω) =

= −LY (ιXω) = −(ιY d(ιXω) + d(ιY ιXω)) = −d(ιY ιXω) = −d(ω(X, Y )),

kde £len d(ιXω) bude nulový v¤aka tomu, ºe X je symplektické vektorové pole.
Z toho ale uº vyplýva, ºe 1-forma ι[X,Y ]ω je uzavretá, teda ι[X,Y ] je symplektické
vektorové pole. �

1. Moserov trik

V predchádzajúcej £asti sme zis´ovali kedy jednoparametrická trieda difeomor-
�zmov Ψt variety M zachováva jej symplektickú ²truktúru ω. V nasledujúcej £asti
venovanej Moserovmu triku, niekedy ozna£ovanému aj ako Moserov argument,
budeme pracova´ okrem jednoparametrickej triedy difeomor�zmov aj s premen-
livými symplektickými ²truktúrami. Základom bude ²peciálna vo©ba symplektick-
ých ²truktúr, ke¤ budeme poºadova´ aby

d

dt
ωt = dσt,

teda aby £asové derivácie symplektickej formy boli vºdy exaktné.
Podobne ako v predo²lej £asti uvaºujme jednoparametrickú triedu difeomor�z-

mov Φt za£ínajúcu v identickom zobrazení, generovanú £asovo závislým vektorovým
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po©om Xt, teda d
dt

∣∣
t=τ

Φt = Xτ ◦ Φτ = Φ∗
τXτ a Φ0 = Id. Chceme aby vplyvom

toku Φt symplektická forma ω0 postupne �pretekala� do foriem ωt, teda aby platilo

Φ∗
t ωt = ω0.

Diferencovaním v t = τ a pouºitím Cartanových vzorzov dostávame

0 =
d

dt

∣∣∣∣
t=τ

ω0 =
d

dt

∣∣∣∣
t=τ

(Φ∗
t ωt) =

d

dt

∣∣∣∣
t=τ

(Φ∗
τωt + Φ∗

t ωτ ) =

= Φ∗
τ

(
d

dt

∣∣∣∣
t=τ

ωt

)
+ Φ∗

τ (LXτ
ωτ ) = Φ∗

τ (dστ ) + Φ∗
τ (ιXτ

dωτ + d(ιXτ
ωτ )) =

= Φ∗
τ (d(στ + ιXτ

ωτ )).

Ak στ a Xτ budú také, ºe στ + ιXτ
ωτ = 0 pre v²etky τ , potom dostaneme na

©avej strane identicky nulu. Lenºe ωτ je nedegenerovaná 2-forma a také Xτ vieme
vºdy nájs´.

Poznámka: Moserov trik pracuje bez problémov pre kompaktnú varietu M .
Potom na základe jednoduchej kohomologickej argumetácie dostaneme globálnu
existenciu 1-formy σt a vektorového po©a Xt pre v²etky £asy t.

Ak pracujeme na nekompaktnej oblasti, potrebujeme zabezpe£i´ existenciu
rie²ení v príslu²nom £asovom intervale.

Veta 8.3 (Darbouxova veta). Kaºdá symplektická forma na variete M je
lokálne difeomorfná ²tandardnej forme ω0 na R2n.

Dôkaz. Nech p je bod variety M a Ψ : O(p) → R2n je lokálna súradnicová
sústava, ktorá zobrazuje bod p do po£iatku.

Potom v R2n máme symplektickú formu ω′, ktorá je push-forwardom formy ω
z M . Potrebujeme teda ukáza´, ºe existuje difeomor�zmus R2n zobrazujúci ω′ do
ω0 v blízkosti po£iatku. Lokálnu súradnicovú sústavu Ψ môºeme prípadne zloºi´ s
linéarnym zobrazením tak, aby sme dostali ω′ = ω0 v nule.

Uvaºujme triedu ωt = (1−t)ω′+tω0. Ke¤ºe v po£iatku platí rovnos´ ωt = ω0 a
nedegenerovanos´ symplektickej formy je otvorená podmienka, bude vºdy existova´
nejaké gu©ové okolie U obsahujúce nulu také, ºe ωt je nedegenerovaná forma v U .

Potom d
dtωt = −ω′ + ω0. Ke¤ºe oblas´ U je kontraktibilná a forma ω0 − ω′ je

uzavretá, existuje 1-forma σ taká, ºe dσ = ω0 − ω′. Navy²e, od£ítaním kon²tantnej
hodnoty σ(0) vieme zabezpe£i´ aby σ = 0 v po£iatku. Preto príslu²né vektorové
pole Xt zodpovedajúce forme σ bude tieº nulové v nule, a následne difeomor�zmy
Φt budú �xova´ po£iatok.

Nako©ko nula je �xný bod zobrazení Φt, existuje nejaké jej okolie V také, ºe
trajektórie Φt(q) pre body q ∈ V a £asy t ∈ [0, 1] zostanú vovnútri U . Tým pádom
sú v²etky zobrazenia dobre de�nované a Φ∗

1(ω
′) = ω0. Zloºením Φ1 s Ψ dostaneme

poºadovaný difeomor�zmus. �

Podobný trik sa dá pouºi´ aj pre zostrojenie difeomor�zmov pre dve symplek-
tické formy ω0 a ω1, ktoré sa zhodujú na nejakej podvariete. Ide nazoaj o zov²eobec-
nenie Darbouxovej vety, nako©ko v predchádzajúcom prípade sa symplektické formy
ω′ a ω0 zhodovali v jednom bode � v po£itatku.

V ²peciálnom prípade, ke¤ je Q lagrangeovská podvarieta variety M , £iºe jej
dimenzia je n, dostávame pre p ∈ Q nasledovné: dotykový priestor TM |p v bode
p sa rozkladá ako TM |p = TQ|p ⊕ νQ, kde TQ je dotyková �brácia podvariety Q
a νQ je jej normálová �brácia. Navy²e, νQ je ako vektorová �brácia izomorfná s
kodotykovou �bráciou T ∗Q.

Ako sme videli aj v kapitole 7, na T ∗Q môºeme prirodzeným spôsobom zavies´
symplektickú ²truktúru. Nasledujúce tvrdenie, ktoré si uvedieme bez dôkazu, nám
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vypovedá o tom, ºe symplekická ²truktúra v okolí lagrangeovskej podvariety Q má
kanonický tvar, t.j. dá sa stotoºni´ s prirodzenou symplektickou ²truktúrou na T ∗Q.

Tvrdenie 8.4 (Veta o lagrangeovskom okolí). Nech Q ⊂ M je kompaktná la-
grangeovská podvarieta. Potom existuje okolie N(Q0) nulovej sekcie v TQ∗, okolie V
lagrangeovskej podvariety Q v M a difeomor�zmus Φ : N(Q0) → V , ktorý zobrazuje
Φ∗ω = −dθ, kde θ je tautologická 1-forma na T ∗Q a Φ je identické zobrazenie na
podvariete Q.
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Príklady symplektických variet (MF)

• Kanonická symplektická ²truktúra v �súradnicovom� R2n a Cn

• T ∗M ako beºný fázový priestor v teoretickej mechanike
• Orbity koadjungovaného pôsobenia

V tejto predná²ke opí²eme tri zdroje konkrétnych symplektických variet. Najjedno-
duch²ím príkladom sú párnorozmerné kartézske priestory R2n. V druhom príklade
sa za£ína z l'ubovol'nej variety M a kanonicky sa jej priradí (iná) varieta T ∗M , na
ktorej je automaticky symplektická forma. V tret'om príklade je na vstupe Lieova
grupa G (plus bod v duáli jej Lieovej algebry) a na výstupe istá párnorozmerná
varieta, na ktorej je opät' zadarmo symplektická forma.

Kanonická symplektická ²truktúra v R2n a Cn. To R2n[q, p] je vlastne prípad,
cez ktorý sa k tomu celému dostávajú fyzici - je to to, £o sa opísalo v (28). Ak
zapí²eme kanonické páry xa, pa v komplexnom jazyku ako

za = xa + ipa z̄a = xa − ipa

tak dostávame

(41) ω = dpa ∧ dqa = (i/2)dz̄a ∧ dza

Vyjadrenie (41) platí (podl'a Darbouxovej vety) na l'ubovol'nej symplektickej variete
lokálne, tu v²ak platí globálne a navy²e priamo v �de�ni£ných� súradniciach.

Beºný fázový priestor ako T ∗M . Majme kon�gura£ný priestor nejakej sústavy
s n stup¬ami vol'nosti, t.j. hladkú varietu M s lokálnymi súradnicami xa. Potom
sa jej dá kanonicky priradit' istá varieta dvojnásobného rozmeru, ktorá sa ozna£uje
T ∗M a hrá v mechanike úlohu fázového priestoru. Jej bodmi sú v²etky moºné
kovektory vo v²etkých moºných bodoch pôvodnej variety M . Návod na výrobu
�kanonického� atlasu na T ∗M vyzerá takto: uvaºujeme súradnicovú oblast' O[xa].
Kovektory v tejto oblasti sú £iasto£ne opísané hodnotami súradníc xa (uº vieme kde
je daný kovektor, ale stále nevieme, ktorý to presne je). V O v²ak máme k dispozícii
aj súradnicovú bázu pre kovektory, takºe uvaºovaný kovektor p ∈ T ∗

x M môºeme
jednozna£ne rozloºit' podl'a nej, p = padxa. �ísla pa uº pridávajú presne to, £o
doteraz chýbalo: 2n £ísel xa, pa vzájomne jednozna£ne kóduje v²etky tie kovektory,
ktoré ºijú v bodoch oblasti O. Tie, ktoré neºijú v O, v²ak nemusia smútit' - ur£ite
ºijú v nejakej inej súradnicovej oblasti O′ a tam sa dá zopakovat' to isté. L'ahko sa
preverí, ºe tak vznikne atlas na mnoºine v²etkých kovektorov na M , £iºe vznikne
T ∗M uº ako hladká varieta.

Takto konkrétne urobený atlas je vel'mi dobre u²itý na mieru dôleºitým veciam,
ktoré sa na T ∗M odohrávajú. Napríklad je zrejmé, ºe existuje prirodzené zobrazenie
(kanonická projekcia) π : T ∗M → M , ktoré kovektoru p v bode x priradí samotný
bod x. V týchto súradniciach to dáva (xa, pa) 7→ xa, £o je najjednoduch²í moºný
(�kanonický�) tvar pre zobrazenie takého typu.

My sa teraz ale zameriame na kl'ú£ový objekt na T ∗M , kanonickú symplektickú
formu. Vzniká vonkaj²ou deriváciou �hlb²ieho� objektu, kanonickej 1-formy θ. Tá

43
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sa de�nuje takto: nech p je bod na T ∗M a W je vektor v tomto bode. Potom

(42) 〈θ, W 〉 := 〈p, π∗W 〉

Vektor W sa teda najprv sprojektuje do x ≡ π(p) ∈ M a tam sa dosadí do 1-
formy p ∈ T ∗

x M ≡ π−1(x), ktorá zodpovedá bodu p ∈ T ∗M . L'ahko sa overí, ºe
takto (pobodovo) dostávame naozaj 1-formu na variete T ∗M a ºe jej súradnicové
vyjadrenie je

θ = padxa

Potom je zrejmé, ºe vonkaj²ou deriváciou z nej dostaneme (kanonickú exaktnú)
symplektickú formu na T ∗M ,

(43) ω := dθ = dpa ∧ dxa

Vidíme, ºe kanonické súradnice (xa, pa) sú pre ¬u zárove¬ kanonické v zmysle Dar-
bouxovej vety! (Jej nedegenerovanost' okamºite vidno z tohoto súradnicového vyja-
drenia, pozri napr. (27)).

Orbity koadjungovaného pôsobenia. Koadjungované pôsobenie Ad ∗g Lieovej
grupy G je kontragradientná (anti)reprezentácia k pridruºenej reprezentácii Ad .
Funguje teda v lineárnom priestore G∗ duálnom k Lieovej algebre G grupy G a de-
�nuje sa predpisom

〈Ad ∗gX∗, Y 〉 := 〈X∗,Ad gY 〉 X∗ ∈ G∗, Y ∈ G

(Prvky z G ozna£ujeme X, Y, . . . , prvky z G∗ zasa X∗, Y ∗, . . . )
G∗ je lineárny priestor a zárove¬ (samozrejme) varieta. Existujú preto na ¬om

lineárne funkcie, ktoré môºeme stotoºnit' s kovektormi na G∗, t.j. s prvkami G. Nech
ΦX je taká lineárna funkcia (daná prvkom X ∈ G, takºe ΦX(Y ∗) = 〈Y ∗, X〉). Jej
pull-back pravým pôsobením Rg ≡ Ad ∗g je opät' lineárna funkcia; je pritom daná
prvkom Ad gX:

R∗
gΦX = ΦAd gX Rg ≡ Ad ∗g

H (R∗
gΦX)(Y ∗) = ΦX(Ad ∗gY

∗) = 〈Ad ∗gY ∗, X〉 = 〈Y ∗,Ad gX〉 N
In�nitezimálnou verziou toho istého tvrdenia je rovnica

(44) ξXΦY = Φ[X,Y ]

kde ξX je generátor (fundamentálne pole) pôsobenia Rg ≡ Ad ∗g, t.j. je de�novaný
vzt'ahom

ξX(Y ∗)Φ =
d

dt

∣∣∣∣
0

Φ(Ad ∗exp tXY ∗)

H Poloºit' g = exp tZ, derivovat' v nule a vyuºit' adXY = [X, Y ] N
Uvaºujme teraz orbitu OZ∗ , generovanú bodom Z∗ ∈ G∗. Dotykový priestor

k orbite v bode Z∗ sa (ako vºdy pre orbity) nat'ahuje na hodnoty fundamentál-
nych polí v tomto bode. Ak chceme preto de�novat' nejakú diferenciálnu formu na
orbite, sta£í ur£it' jej hodnotu na fundamentálnych poliach. De�nujme v dotykovom
priestore TZ∗OZ∗ k orbite v bode Z∗ 2-formu ωZ∗ vzt'ahom

(45) ωZ∗(ξX , ξY ) := 〈Z∗, [X, Y ]〉 ≡ Φ[X,Y ](Z∗)

Takto dostávame pobodovo hladkú diferenciálnu 2-formu ω na variete OZ∗ . Ukazuje
sa, ºe to je symplektická forma.
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H Uzavretost': v l'ubovol'nom bode na orbite platí

dω(ξX , ξY , ξZ) = (ξXω(ξY , ξZ) + cyklicky)

− (ω([ξX , ξY ], ξZ) + cyklicky) Cartanov vzorec

= (ξXΦ[Y,Z] + cyklicky)

− (Φ[[X,Y ],Z]) + cyklicky) de�nícia ω

= 2Φ[[X,Y ],Z]+ cyklicky podl'a (44)
= 2Φ0 = 0 Jacobiho identita

Nedegenerovanost': platí ωZ∗(ξX , ξY ) := Φ[X,Y ](Z∗) = ξX(Z∗)ΦY ; ak je teda
ωZ∗(ξX , ξY ) = 0 pre v²etky ξY , vektor ξX(Z∗) dáva nulu pri pôsobení na v²etky
lineárne funkcie, ale potom aj na v²etky funkcie, £iºe vektor ξX v bode Z∗ je nulový.
N

Zistili sme teda, ºe orbita OZ∗ ⊂ G∗ daná l'ubovol'ným bodom Z∗ ∈ G∗ je
symplektickou varietou. (Ak je orbita 0-rozmerná, t.j. len bod Z∗, tak ide o degen-
erovaný prípad a samozrejme ºiadna symplektická varieta nevzniká.) V²imnime si
e²te, ºe kombináciou (44) a (45) dostávame

iξX
ω = −dΦX

£o znamená, ºe generátory symetrie sú tu hamiltonovské polia (a teda ²peciálne
aj to, ºe táto symplektická forma je invariantná vo£i pôsobeniu grupy). Ide o ho-
mogénne symplektické variety.

Ako to celé vyzerá napríklad pre grupu G = SO(3)? Vtedy je Lieova algebra
G = so(3) trojrozmerná a dá sa predstavit' ako oby£ajný trojrozmerný priestor, v
ktorom ºijeme. To isté platí samozrejme aj pre jej duál G∗ = (so(3))∗. Killingov-
Cartanov metrický tenzor, ktorý je v²eobecne daný vzt'ahom Kij = cl

irc
r
jl, tu

vychádza úmerný δij . To znamená, ºe ak ho pouºijeme na zobrazenie so(3) →
(so(3))∗ (budeme ním �spú²t'at' index� na vektoroch z so(3)), formálne prehadzu-
jeme £okol'vek z so(3) do (so(3))∗, ale �v skuto£nosti� sa ni£ nebude menit'. To
umoº¬uje napríklad vy²etrovat' namiesto orbít (vo£i Ad ∗) v duáli Lieovej algebry
(so(3))∗ orbity (vo£i Ad ) v samotnej Lieovej algebre so(3).

No a ako vyzerajú orbity Ad pôsobenia v Lieovej algebre so(3)? Výpo£et
ukazuje, ºe samotné Ad pôsobenie sa tu realizuje ako oby£ajné rotácie okolo po£i-
atku. Potom je jasné, ºe orbity sú koncentrické sféry so stredom v po£iatku.

No a uº asi neprekvapí, ºe ako kanonické symplektické formy na týchto sférach
vychádzajú oby£ajné �okrúhle� (rota£ne invariantné) 2-formy objemu.

Na orbitách koadjungovanej akcie v G∗ sme na²li kanonickú symplektickú ²truk-
túru. Ukazuje sa, ºe v skuto£nosti existuje na celej variete G∗ kanonický Poissonov
tenzor (teda aj Poissonova zátvorka, pozri (20)), je v²ak degenerovaný a nedegen-
erované je len jeho ohrani£enie na orbity. Poissonova zátvorka dvoch lineárnych
funkcií na variete G∗ sa de�nuje vzt'ahom

{ΦY ,ΦZ} := Φ[Y,Z] ≡ ξY ΦZ

a ako vieme z (23), to ju uº �xuje aj na l'ubovol'ných funkciách; konkrétne vychádza

{xi, xj} = ck
ijxk {f, g} = ck

ijxk(∂if)(∂jg)
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Symplektická a komplexná geometria 1 (P�)

1. Hermitovský skalárny sú£in

Vezmime si komplexný vektorový priestor V s hermitovským skalárnym sú£i-
nom 〈, 〉. Pripome¬me si vlastnosti 〈, 〉:

(1) 〈u, u〉 > 0 pre kaºdý nenulový vektor u ∈ V ,
(2) 〈u, v〉 = 〈v, u〉 ∀u, v ∈ V ,
(3) 〈u, λv〉 = λ 〈u, v〉 ∀λ ∈ C a ∀u, v ∈ V .

V²imnime si, ºe imaginárna £as´ 〈, 〉 je R-lineárna v oboch argumentoch, antisy-
metrická, a nedegenerovaná (pre£o?); je to teda symplektická forma. Len sa musíme
zamyslie´, ºe na £om: na V , ktorý ale teraz chápeme ako reálny vektorový priestor
(a ktorého (reálna) dimenzia je dvojnásobok pôvodnej (komplexnej) dimenzie). Oz-
na£íme si teda

ω(u, v) := Im 〈u, v〉 .
Mimochodom,

(u, v) := Re 〈u, v〉
je tieº nedegenerovaná, ale symetrická bilineárna forma. Je aj pozitívne de�nitná.
Môºeme (a budeme) ju pouºíva´ ako skalárny sú£in.

Ak je U ⊂ V komplexný vektorový podpriestor, tak 〈, 〉 |U je samozrejme her-
mitovský skalárny sú£in na U , a teda ω|U je symplektická forma. Ak je M ⊂ V
komplexná podvarieta (t.j. hladká podvarieta, taká, ºe pre kaºdý bod P ∈ M je
TP M ⊂ V komplexný vektorový podpriestor), tak je teda ω|M symplektickou for-
mou na M (v²imnime si, ºe zúºenie ω na ©ubovo©nú (nie nutne komplexnú) podva-
rietu je automaticky uzavretá 2-forma; zistili sme teda len to, ºe tá 2-forma je na
komplexných podvarietach nedegenerovaná).

Máme teda mnoºstvo zaujímavých príkladov symplektických variet - v²etky
komplexné podvariety Cn.

2. Minimálne plochy

Pripome¬me si: ak je U komplexný vektorový priestor so hermitovským skalár-
nym sú£inom, a V jeho komplexný podpriestor, tak ω|V je nedegenerovaná. Nede-
generovaná v²ak môºe by´ aj pre podpriestory, ktoré nie sú komplexné (naozaj -
sta£í zobra´ podpriestor rovnakej reálnej dimenzie ako V , ktorý je dos´ blízky k V ,
a zúºenie ω bude nedegenerovaná forma).

Komplexné podpriestory U sa predsa len dajú charakterizova´ pomocou zúºenia
ω: symplektický objem sa na nich rovná metrickému, kým na v²etkých ostatných
podpriestoroch je symplektický objem men²í neº metrický.

Volω ≤ Vol(,), rovnos´ len pre komplexné podpriestory.

Toto tvrdenie sa nazýva Wirtingerova nerovnos´.
Po¤me teraz nerovnos´ dokáza´. Nech W ⊂ U je reálny podpriestor (reálnej)

dimenzie 2k, a nech e1, . . . , e2k je jeho báza. Symplektický objem rovnobeºnostena

46
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daného touto bázou je

Volω =
∣∣∣∣ωk

k!
(e1, . . . , e2k)

∣∣∣∣ .

Predpokladajme, ºe báza je ortonormálna vo£i (, ), takºe

Vol(,) = 1.

Pomocou skalárneho sú£inu (, ) môºeme z ω|W urobi´ lineárne zobrazenie T :
W → W zvy£ajným spôsobom:

(Tu, v) := ω(u, v)

(teda matica T bude v ortonormálnej báze na W rovnaká, ako matica ω). �o je za£
T? Z de�nície platí

ω(u, v) = (iu, v).
Zobrazenie T je teda násobenie £íslom i (ktoré nás môºe vyhodi´ z W ak W nie
je komplexný podpriestor!), zloºené s ortogonálnou projekciou iW ⊂ U → W .
Násobenie i zachováva skalárny sú£in (a teda aj metrický objem), projekcia ale
objem zmen²uje, okrem prípadu, ºe by bola identitou, t.j. keby iW = W , t.j. keby
W bol komplexným podpriestorom (sme na správnej stope!). Máme teda

|detT | ≤ 1, rovnos´ práve ke¤ je W komplexný podpriestor.

Zvy²ok uº je len maticová algebra. Platí totiº(
ωk

k!
(e1, . . . , e2k)

)2

= det T.

(Skúste sa o tom presved£i´, £i uº násilne, vyjadrením determinantu pomocou per-
mutácií, alebo abstraktným argumentom bez výpo£tov. Ak si o tom chcete pre£íta´
nie£o viac, h©adajte vetu druhá mocnina Pfa�ánu sa rovná determinantu.) Tým
pádom

Volω ≤ 1, rovnos´ práve ke¤ je W komplexný podpriestor.

£o sme chceli dokáza´.
Nech je teraz M ⊂ V komplexná podvarieta komplexnej dimenzie k. Vezmime

z nej len kompaktný kus (napríklad tak, ºe pretneme M s gu©ou s polomerom
R), ktorý je ohrani£ený nejakou reálnou podvarietou X reálnej dimenzie 2k − 1.
Spomedzi v²etkých reálnych podvariet dimenzie 2k, ktoré sú ohrani£ené X-om, má
M najmen²í (2k-rozmerný) objem. Pre£o? Ke¤ºe ωk/k! je uzavretá forma, v²etky
tie podvariety majú rovnaký symplektický objem; len pre komplexnú podvarietu
v²ak bude rovný (metrickému) objemu, inak bude men²í. Takto nájdeme ve©a zau-
jímavých podvariet s minimálnym objemom.

Ako jednoduchý príklad vezmime V = C2 (s komplexnými súradnicami x a y)
a M zadané rovnicou x2 = y3. Ak pretneme M (3-rozmernou) sférou s polomerom
R, dostaneme v tej sfére krivku parametrizovanú ako x =

√
Reiφ/2, y = 3

√
Reiφ/3.

Súradnica x teda obehne 2× a y 3× po tore |x| =
√

R, |y| = 3
√

R. Krivka je teda
�trojlístkový� uzol ako na obrázku.
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M je minimálnou plochou napnutou vo V na tento uzol. V po£iatku má sin-
gularitu (takºe to vlastne nie je varieta, ale jeden singulárny bod ni£ nepokazí),
lebo jej priesek so sférou je vºdy zauzlený, pre ©ubovo©ne malý polomer sféry. To,
ºe existujú minimálne plochy so singularitami, je dos´ prekvapujúce (zdalo by sa,
ºe sa bude da´ plocha zmen²i´ vyhladením singularity), ale ako vidíme, je to tak.

3. CPn ako Kählerova varieta, stupe¬ ako objem

Komplexný vektorový priestor s hermitovským skalárnym sú£inom, a takisto
kaºdá jeho komplexná podvarieta, má takúto geometrickú ²truktúru: hermitovský
skalárny sú£in na dotykových priestoroch, taký, ºe jeho imaginárna £as´ je uzavretá
(a tým pádom symplektická) forma. Komplexným varietam s touto ²truktúrou (£i
uº sú podvarietami nejakého V alebo nie) sa hovorí Kählerove variety.

Dôleºitým príkladom Kählerovej variety je (pre kaºdé n ∈ N) n-rozmerný kom-
plexný projektívny priestor CPn. De�novaný je takto: za£neme s n + 1-rozmerným
vektorovým priestorom V , a vytvoríme priestor komplexných priamok prechádza-
júcich jeho po£iatkom (t.j. jednorozmerných podpriestorov); inými slovami, z V
po£iatok vyhodíme, a potom stotoºníme v a λv pre kaºdé v ∈ V a 0 6= λ ∈ C. Ak si
na V zvolíme hermitovský skalárny sú£in, CPn z neho zdedí Kählerovu ²truktúru.
Naozaj: ak je L bod CPn, t.j L ⊂ V je jednorozmerný podpriestor, zvolíme si jeho
reprezentanta v ∈ L tak, aby mal d¨ºku 1 (v je dané jednozna£ne aº na vynásobenie
komplexným £íslom s absolútnou hodnotou 1), a potom môºeme prirodzene stoºni´
TLCPn s L⊥ (ako?), a tým pádom získa´ hermitovský skalárny sú£in na TLCPn.
Toto stotoºnenie síce závisí od vo©by v (ako to?), ale skalárny sú£in nie: ak namiesto
v vezmeme λv, |λ| = 1, tak sa L⊥ vynásobí λ-ou, £o je samozrejme unitárna trans-
formácia. Potrebujeme e²te overi´, ºe imaginárna £as´ skalárneho sú£inu na TCPn

je uzavretá. Je to kvôli tomu, ºe sa zdedí zo symplektickej formy na V � detaily ale
necháme na predná²ku o symplektickej redukcii.

(Toto bolo ve©mi neslu²né � presunú´ zodpovednos´ za dôkaz na niekoho iného.
Takºe si predsa len nejaký dôkaz urobíme, pomocou symetrie. Symplektická forma
ω (teda zatia© nevieme, £i je symplektická, chceme totiº dokáza´, ºe dω = 0) na CPn

je invariantná vo£i unitárnym transformáciam priestoru V . Pre L ∈ CPn (t.j. L ⊂ V
je 1-rormerný podpriestor) si de�nujme unitárnu transformáciu ZL : V → V tak,
ºe ZL|L = id a ZL|L⊥ = −id (t.j. zrkadlenie vo£i L). Transformácia ZL nechá
bod L ∈ CPn na mieste, a na TLCPn pôsobí ako −1 (pre£o?). 3-forma dω teda
pod vplyvom ZL v bode L zmení znamienko (lebo 3 je nepárne £íslo). Lenºe ω je
invariantná vo£i ZL, teda aj dω je invariantná, a znamienko teda nemení! Jediná
cesta von je, ºe dω = 0 v L, a ke¤ºe L bol ©ubovo©ný bod CPn, ω je uzavretá
forma.)

V¤aka symplektickej ²truktúre na CPn existuje pozoruhodný vz´ah medzi sym-
plektickou a algebraickou geometriou. Kaºdá komplexná projektívna varieta (alge-
braická podvarieta CPn) je v¤aka nej Kählerovou varietou. Ak je X ∈ CPn al-
gebraická podvarieta dimenzie m a stup¬a k, tak jej objem je priamo úmerný k,
konkrétne ∫

X

ωm/m! = kπm.

Dôkaz je celkom jednoduchý: priamym výpo£tom sa overí, ºe vz´ah platí, ak je X
projektívny podpriestor (vtedy je k = 1), tým pádom platí, aj ke¤ je zjednotením
k projektívnych podpriestorov. No a v²eobecné X stup¬a k môºeme vºdy zdefor-
mova´ na takéto zjednotenie (sta£í meni´ koe�cienty polynomiálnych rovníc, ktoré
zadávajú X); integrál uzavretej formy ωm/m! sa pri tom nezmení.

Ak chcete jednoduché cvi£enie, skúste dokáza´, ºe jediné diferenciálne formy na
CPn, ktoré sú invariantné vo£i v²etkým unitárnym transformáciám, sú práve ωm,
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0 ≤ m ≤ n, a tým pádom (pozri vy²²ie na výpo£et kohomológie sféry)

H l
dR(CPn) =

{
R l párne a nie vä£²ie ako 2n

0 inak
.
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Symplektická a komplexná geometria 2 (MN)

V tejto kapitole sa budeme bliº²ie venova´ podobnostiam a rozdielom medzi
komplexnými a symplektickými varietami a ich geometriami, zna£ná £as´ bude ven-
ovaná aj konkrétnym príkladom ²tvorrozmerných variet.

Komplexná ²truktúra na vektorovom priestore V je automor�zmus J : V → V ,
pre ktorý platí J2 = −1. Potom nie je ´aºké nahliadnu´, ºe na (reálnom) vektorovom
priestore V sa dá de�nova´ násobenie komplexnými £íslami pomocou J ako

C× V → V : (s + it, v) → sv + tJv.

Priestor komplexných ²rtuktúr na vektorovom priestore V ozna£me J (V ), základ-
ným príkladom je ²tandardná komplexná ²truktúra J0 na R2n.

Ak (V, ω) je symplektický vektorový priestor, komplexná ²truktúra J ∈ J (V )
bude kompatibilná so symplektickou formou ω ak

ω(Jv, Jw) = ω(v, w)

pre v²etky v, w ∈ V a
ω(v, Jv) > 0

pre v²etky nenulové v ∈ V . Pre kompatibilnú komplexnú ²truktúru môºeme navy²e
uvaºova´ bilineárnu formu

gJ(v, w) = ω(v, Jw).

Cvi£enie 11.1. Nech (V, ω) je symplektický vektorový priestor a J je kom-
plexná ²truktúra na V . Ukáºte, ºe nasledujúce je ekvivalentné:
(i) J je kompatibilná s ω.
(ii) Bilineárna forma gJ : V × V → R de�novaná ako

gJ(v, w) = ω(v, w)

je symetrická, kladne de�nitná a invariantná vzh©adom na J .
(iii) Forma H : V × V → C de�novaná ako

H(v, w) = ω(v, Jw) + iω(v, w)

je komplexne lineárna vo w, komplexne anti-lineárna vo v, sp¨¬a H(w, v) = H(v, w)
a má kladne de�nitnú reálnu £as´, teda ide o Hermitovský skalárny sú£in na (V, J).

Dá sa ukáza´, ºe priestor J (V, ω) komplexných ²truktúr kompatibilných so
symplektickou formou ω je kontraktibilný.

Tvrdenie 11.2. Priestor J (V, ω) komplexných ²truktúr kompatibilných so sym-
plektickou formou ω je homeomorfný priestoru P symetrických kladne de�nitných
symplektických matíc, teda je kontraktibilný.

Dôkaz. Vzh©adom na to, ºe v symplektickom priestore (V ω) existuje symplek-
tická báza, môºeme predpoklada´, ºe V = R2n a ω = ω0. Matica J typu 2n × 2n
bude reprezentova´ kompatibilnú komplexnú ²truktúru práve vtedy, ak

J2 = −1, JT J0J = J0, 〈v,−J0Jv〉 > 0 pre v²etky v 6= 0.
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Z prvých dvoch rovností dostávame

(J0J)T = −JT J0 = JT J0J
2 = J0J,

£iºe matica P = −J0J je symetrická, kladne de�nitná a symplektická. Naopak,
©ahko sa dá presved£i´, ºe ak matica P má v²etky tieto vlastnosti, bude J = −J−1

0 P
reprezentova´ kompatibilnú komplexnú ²truktúru. Potom uº z cvi£enia 4.9 vyplýva,
ºe J (V, ω) je kontraktibilný. �

Niekedy je vhodnej²ie namiesto kompatibilných komplexných ²truktúr pouºi´
takzvané ω-skrotené komplexné ²truktúry, od ktorých poºadujeme iba to, aby sp¨¬ali

ω(v, Jv) > 0

pre kaºdý nenulový vektor v ∈ V . Ich výhodou je to, ºe podmienka skrotenosti
je otvorená a tým pádom generickej²ia. To sa ukazuje výhodné najma pri analýze
J-holomorfných kriviek a dôkazoch ich kompaktnosti.

Podobne, aj pre ω-skrotenú ²truktúru môºeme de�nova´ skalárny sú£in daný
symetrizujúcim predpisom

gJ(v, w) =
1
2
(ω(v, Jw) + ω(w, Jv)).

V²etky tieto fakty, ktoré sme si tu uviedli pre lineárne priestory, môºeme
prirodzene zov²eobecni´ pre symplektické variety a ich dotykové �brácie, kde môºeme
rovnako hovori´ o komplexných (resp. takmer komplexných) ²truktúrach, ako aj o
tom £i budú kompatibilné alebo skrotené symplektickou ²truktúrou.

Ve©a príkladov kompaktných symplektických variet totiº pochádza z projek-
tívnych komplexných variet, kde na variete X okrem symplektickej formy ω, pochá-
dzajúcej zo Fubini�Studyho metriky na CPn (pozri predchádzajúcu predná²ku),
máme aj komplexnú ²truktúru, de�novanú násobením komplexnou jednotkou i.
Prirodzene, tieto variety budú obsahova´ aj kompatibilnú metriku gJ . Komplexné
variety (X, J, ω, gJ) vybavené symplektickou ²truktúrou a kompatibilnou metrikou
sa nazývajú Kählerovské variety a hrajú významnú úlohu v komplexnej geometrii.

1. Symplektomor�zmy a komplexné automor�zmy

Na nasledujúcich dvoch príkladoch poukáºeme na podstatné rozdiely medzi
symplektickou a komplexnou geometriou, kokrétne na to, ako vo©ne sa vieme pohy-
bova´ v rámci symplektickej, resp. komplexnej kategórie, a tieº na to, do akej miery
môºeme resp. nemôºeme vykonáva´ lokálne zmeny týchto ²truktúr.

Príklad 11.3. Komplexné automor�zmy CP1. Pod komplexným automor�z-
mom komplexnej variety rozumieme zobrazenie, ktoré je bijektívne a holomorfné v
oboch smeroch. V prípade variety CP1 = C ∪ {∞} je kaºdý takýto automor�zmus
popísaný meromorfnou funkciou f : C ∪ {∞} → C ∪ {∞}, ktorá nadobúda kaºdú
hodnotu práve raz.

Nie je ´aºké nahliadnu´, ºe takýchto funkcií je pomerne málo. Ke¤ºe funkcia
f je bijektívna, má práve jeden pól násobnosti 1, povedzme c, pri£om môºeme
predpoklada´, ºe c 6= ∞. Potom funkcia 1

c−z f(z) bude opä´ meromorfná, tentoraz
bez pólov v C, £iºe to bude nejaká lineárna funkcia 1

c−z f(z) = az + b. Tým pádom

f(z) =
az + b

c− z
, kde a, b, c ∈ C.

Zoberúc do úvahy aj tie automor�zmy, ktoré zobrazujú pól na pól, t.j. f(∞) = ∞,
dostaneme celú grupu komplexných automor�zmov variety CP1 ako grupu

PGL(C, 2) =
{ (

a b
c d

)∣∣ ad− bc 6= 0, α
(

a b
c d

)
∼

(
a b
c d

) }
.
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Grupa PGL(C, 2) je ²es´rozmerná reálna varieta, z £oho sa dá nahliadnu´, ºe kom-
plexný automor�zmus variety CP1 je jednozna£ne daný obrazmi troch rôznych
bodov variety. To, okrem iného, znamená, ºe jediný komplexný automor�zmus,
ktorý �xuje nejakú otvorenú mnoºinu nutne musí by´ identita.

Zjednodu²ene sa dá poveda´, ºe podobné správanie je typické aj pre iné kompak-
tné komplexné variety. Grupy komplexných automor�zmov sú spravidla kone£noroz-
merné, podobne, priestory holomorfných zobrazení medzi komplexnými varietami
zvyknú by´ �relatívne malé� � kone£norozmerné. Pre£o je to tak? Podmienka na
to, aby nejaké zobrazenie bolo holomorfné, t.j. aby sp¨¬alo Cauchy�Riemannove
rovnosti, je príli² silná. Napríklad, zaru£uje existenciu analytického pokra£ovania,
teda jednozna£ného roz²írenia funkcie z malého okolia na celú varietu. To následne
znamená, ºe aj malá lokálna zmena spravidla má globálne následky.

Príklad 11.4. Symplektomor�zmy CP1. Ako sme videli v kapitole 8, symplek-
tomor�zmy variety CP1 v blízkosti identity sú generované ako toky symplektick-
ých vektorových polí. Ak za£neme s Hamiltoniánom H, ktorý je kon²tantný mimo
malého okolia O(p) bodu p ∈ CP1, predpisom

ιXH
ω = dH

dostaneme vektorové pole XH , ktoré je zjavne symplektické a nulové mimo O(p).
To znamená, ºe symplektomor�zmus generovaný tokom XH bude kon²tantný mimo
O(p) a netriviálny iba v okolí O(p).

Existencia ve©kého po£tu takýchto lokálne posobiacich symplektomor�zmov
poukazuje na mohutnos´ grupy symplektomor�zmov symplektickej variety, ktorá
je spravidla nekone£ne rozmerná. Z tohto poh©adu sa grupa symplektomor�zmov
podobá grupe difeomor�zmov.

2. Takmer komplexné ²truktúry a Chernove triedy

Komplexnú varietu X, môºeme popísa´ pomocou atlasu {Uα, α} lokálnych kom-
plexných súradnicových sústav α : Uα → Cn. Nech pre nejaký bod p ∈ Uα

máme α(p) = z, potom v komplexnom vektorovom priestore TzCn máme de�-
nované násobenie komplexnou jednotkou i, ktoré sa jednozna£ne prenesie aj do
i : TpX → TpX, teda zobrazenie dα : TpX → TzCn je komplexné lineárne. Aby
nám nevznikol problém v priese£níku dvoch lokálnych súradníc Uα∩Uβ , musia sa tu
násobenia komplexnou jednotkou zhodova´, teda lineárne zobrazenie d(β ◦ α−1)(z)
musí patri´ do GL(n, C). To ale znamená, ºe β ◦α−1 je holomorfné zobrazenie z Cn

do Cn.
Na symplektickej variete (M,ω) môºeme de�nova´ takmer komplexnú ²truktúru

J , ako zobrazenie J : TM → TM , ktoré sp¨¬a J2 = −I. �iºe v kaºdom fíbri TpM
predstavuje J (iba lokálne!) komplexnú ²truktúru vektorového priestoru TpM .

To, £ím sa lí²i takmer komplexná ²truktúra J na variete M od komplexnej
²truktúry komplexnej variety X, je ich integrovate©nos´, teda podmienka, aby zo-
brazenie prechodu medzi súradnicovými sústavami β ◦ α−1 bolo holomorfné.

Vo v²eobecnosti, takmer komplexných ²truktúr na variete M existuje pomerne
ve©ké mnoºstvo, ale iba niektoré z nich budú integrovate©né. Výnimkou je prípad
2n = 2, kde je kaºdá takmer komplexná ²truktúra na (reálnej) dvojrozmernej ploche
Σ2 integrovate©ná, a ide teda o komplexnú krivku.

Na tomto mieste sme na predná²ke ve©mi rýchlo zopakovali pár faktov o ko-
homologickom okruhu a Chernových triedach. V okruhu diferenciálnych foriem
Ω∗(M) =

⋃n
0 Ωk(M) máme dobre de�nované násobenie, ktoré sa správa �rozumne�

aj vzh©adom na operátor vonkaj²ej derivácie d : Ωk → Ωk+1. To nám umoº¬uje
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zavies´ násobenie aj na kohomologické triedy, £im sa z aditívnej grupy H∗(M) =⋃n
1 Hk(M) stáva okruh.
Jeden zo základných výsledkov algebraickej topológie, Poincarého veta o du-

alite, nám na druhej strane dáva do súvisu homologické a kohomologické triedy pre
orientovate©ná kompaktné variety.

Tvrdenie 11.5 (Poincarého dualita). Nech M je n-rozmerná orientovate©ná
kompaktná varieta, potom pre kaºdé k existuje izomor�zmus

PD : Hk(X; Z) ' Hn−k(X; Z).

�al²ou vecou, ktorú budeme potrebova´ pre na²e nasledujúce výpo£ty je teória
Chernových tried. Pre vektorové �brácie

V −−−−→ ξy
B

kde V je komplexný vektorový priestor, moºeme de�nova´ tzv. Chernove triedy.
Ide o priradenie, kde kaºdej triede izomor�zmov vektorových �brácií priradí jej
Chernovu triedu c(ξ) ∈ H∗(B, Z) s nasledujúcimi vlastnos´ami:

1) Chernova trieda c(ξ) sa dá zapísa´ ako c(ξ) = 1 + c1(ξ) + c2(ξ) + · · ·+ cn(ξ),
kde ci(ξ) ∈ H2i(B, Z) a ci(ξ) = 0 pre kaºdé i > dim(ξ).

2) Ak ξ a η sú izomorfné ako vektorové �brácie nad bázou B, potom c(ξ) = c(η),
a ak f : B1 → B2 je zobrazenie báz, máme tzv. prirodzenos´ pre Chernove triedy
f∗(c(ξ)) = c(f∗(ξ)).

3) Pre dve vektorové �brácie ξ a η nad bázou B platí c(ξ ⊕ η) = c(ξ)c(η)
v zmysle násobenia v okruhu H∗(B; Z).

4) Pre kanonickú �bráciu λ nad S2 = CP1 máme c(λ) = 1+h, kde h je generátor
grupy H2(S2; Z).
Navy²e pre jednorozmerné (komplexné) �brácie L platí nasledovné: ak D je priese£ník
nulového a generického rezu �brácie L, potom pre jej Chernovu triedu máme
c1(L) = PD(D) = PD([mnoºina nulových bodov generického rezu L]).

3. TCP3 a jej podvariety

V tejto £asti ilustrujeme vy²²ie spomenuté metódy vo výpo£toch pre niektoré
²tvorrozmerné variety. Cie©om bude výpo£et Bettiho £ísel a Chernových tried pre
podvariety Xd v projektívnom priestore CP3, ktoré sú dané ako

Xd =

{
[z0 : z1 : z2 : z3] ∈ CP3

∣∣ 3∑
i=0

zd
j = 0

}
.

Dá sa ukáza´, ºe kaºdý z priestorov Xd bude hladkou komplexnou podvarietou CP3

(veta o implicitnej funkcii), ako aj to, ºe budú jednoducho súvislé, t.j. π1(Xd) = {1}
(Lefschetzova veta o hyperrovinách).

Na za£iatok si zopakujme základné fakty o komplexných projektívnych priestoroch.
Pre priestory CP2 a CP3 máme

H0(CP2) = Z, H2(CP2) = Z, H4(CP2) = Z,

H0(CP3) = Z, H2(CP3) = Z, H4(CP3) = Z, H6(CP3) = Z,

pri£om generátory týchto grúp sú 1, h, h2, resp. 1, h, h2, h3 a v nepárnych dimen-
ziách sú kohomologické grupy nulové.

Pre výpo£et Chernových tried komplexných projektívnych priestorov CP2 a
CP3 potrebujeme pouºi´ nasledujúci trik. Priestor CP3 je priestor komplexných
priamok v C4 prechádzajúcich cez po£iatok. Teda kaºdému bodu l ∈ CP3 zodpovedá
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1-rozmerný komplexný vektorový podpriestor v C4. K nemu potom existuje duálny
priestor Hl = {l∗ | l∗ je lineárny funkcionál na l}. Takýto priestor Hl môºeme
zavesi´ do kaºdého bodu v CP3, £ím dostaneme vektorovú �bráciu H � kanonickú
vektorovú �bráciu.

Lemma 11.6. Celková Chernova trieda kanonickej �brácie H nad CP3 je c(H) =
1 + h.

Dôkaz. Ak zoberieme ©ubovo©ný vektor w ∈ C4, potom zo skalárneho sú£inu
〈w, v〉 dostávame predpisom

〈w, ·〉 : v 7→ 〈w, v〉
lineárny funkcionál v C4∗, jeho re²trikcia na l bude patri´ do Hl. Tým pádom pre
kaºdé w ∈ C4 dostávame nejaký rez kanonickej vektorovej �brácie H.

Pre výpo£et Chernovej triedy �brácie H nám sta£í nájs´ nulové body takejto
sekcie. Dostávame

〈w, ·〉 je nulový na l ⇔ l ⊥ w,

teda práve pre l ∈ w⊥ ∼= C3. Z toho máme, ºe 〈w, ·〉|l bude nulové na nejakej kópii
CP2 v CP3. Preto

c1(H) = PD([CP2]) = h ∈ H2(CP3).
a celková Chernova trieda bude c(H) = 1 + h. �

Lemma 11.7. Celková Chernova trieda dotykovej �brácie T ∗CP3 je c(T ∗CP3) =
(1 + h)4.

Dôkaz. Vyuºijeme to, ºe vektorové �brácie TCP3⊕ε a H4 = H⊕H⊕H⊕H sú
izomorfné, kde pod ε v tomto prípade rozumieme triviálnu jednorozmernú �bráciu
nad CP3. Pre �brácie TCP3 a ε totiº platí

TCP3 ∼= Hom(l, l⊥) a ε ∼= Hom(l, l),

z £oho dostávame rovnosti

TCP3 ⊕ ε ∼= Hom(l, l⊥ ⊕ l) ∼= Hom(l, C4) =
4⊕

Hom(l, C) = H ⊕H ⊕H ⊕H.

Z toho uº vyplýva, ºe c(TCP3) = (1 + h)4 = 1 + 4h + 6h2 + 4h3 ∈ H∗(CP3). �

Pre výpo£et charakteristických tried plôch Xd ↪−→ CP3 vyuºijeme rozklad
�brácie TCP3|X na dotykovú �bráciu TX a normálovú �braciu νX . Vyuºitím
prirodzenosti Chernových tried a homomor�zmu kohomológií i∗ : H∗(CP3) →
H∗(Xd) indukovaného vnorením i : Xd ↪−→ CP3 dostávame

c(TCP3|X) = (1 + i∗h)4 = 1 + 4i∗h + 6i∗h2 = c(TX)c(νX) =

= (1 + c1(TX) + c2(TX))(1 + di∗h).
Z toho dopo£ítame

c1(TX) = (4− d)i∗h a c2(TX) = (6− 4d + d2)i∗h2.

V tomto výpo£te sme pouºili fakt, ºe c(νX) = 1+di∗h, ktorý plynie z nasledujúceho
pozorovania.

Nech Σ ⊂ X je, komplexná krivka stup¬a k, t.j. dvojrozmerná (reálna) podva-
rieta v X, ktorej vnorenie i(Σ) do CP3 reprezentuje homologickú triedu [i(Σ)] =
kPD(h2) ∈ H2(CP3). Ke¤ºe vnorená varieta i(X) reprezentuje homologickú triedu
dPD(h) ∈ H4(CP3) ich priese£níkové £íslo bude X · Σ = [i(X)] · [i(Σ)] = dPD(h) ·
kPD(h2) = dk.

Na druhej strane, rovnaké priese£níkové £íslo dostaneme, ak namiesto variety X
zvolíme obraz ©ubovo©ného rezu s : X → νX v νX . Lenºe to je presne po£et nulových
bodov rezu s obmedzeného na podvarietu Σ ⊂ X. Dostávame teda 〈c1(νX), [Σ]〉 =
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dk = d〈i∗h, [Σ]〉. Toto platí pre v²etky Σ ⊂ X, a preto z duality vyplýva, ºe
c1(νX) = di∗h.

Na prvý poh©ad by sa mohlo zda´, ºe výpo£ty charakteristických tried podvariet
Xd nám samy o sebe nevypovedajú ve©a o ich topológii. Napriek tomu v²ak z nich
môºeme získa´ viacero údajov o ich homologických a kohomologických grupách.
Najvy²²ia Chernova trieda totiº ur£uje Eulerovu charakteristiku variety na základe
nasledujúceho vz´ahu

〈c2(TX), [X]〉 = χ = b0 − b1 + b2 − b3 + b4 = 2 + b2.

Podobne, pre takzvanú priese£níkovú formu QX : H2(X; Z)×H2(X; Z) → Z, ktorú
môºeme zavies´ na homologickej grupe H2(X) ako

QX([N ], [N ′]) = [N ] · [N ′] =
∫

X

PD(N)PD(N ′),

platí Hirzebruchova veta o signatúre.

Tvrdenie 11.8 (Hirzebruchova veta o signatúre). Pre orientovate©nú ²tvor-
rozmernú varietu X platí

Sign(QX) =
1
3
〈c1(TX)2 − 2c2(TX), [X]〉.

Aby sme mohli ur£i´ Eulerovu charakteristiku a signatúru priese£níkovej formy
pre variety Xd, zostáva nám ur£i´ 〈i∗h2, [X]〉. Poincarého duál generátora h2 ∈
H4(CP3) je trieda [CP1] zodpovedajúca priamke, ktorá sa s varietou Xd pretína
práve v d bodoch, po£ítajúc s násobnos´ou. Tým pádom

〈i∗h2, [X]〉 = d.

Z toho uº ©ahko odvodíme, ºe

b2(Xd) = d(6− 4d + d2)− 2 a Sign(QXd
) =

1
3
(4− d2)(d).

Bettiho £íslo b2 môºeme vyjadri´ ako b2 = b+ + b−, kde b+, resp. b−, ozna£uje
dimenziu kladne, resp. záporne, de�nitnej £asti priese£níkovej formy QX . Nakoniec
dostávame

b+(Xd) =
1
3
(d3 − 6d2 + 11d− 3), a b−(Xd) =

1
3
(2d3 − 6d2 + 7d− 3).

Je zaujímavé vymenova´ variety Xd pre malé hodnoty parametra d. Pre d = 1, 2
a 3 postupne dostávame:

X1 = CP2, X2 = S2 × S2, X3 = CP2#6CP2

Pre d = 4 máme c1(TX4) = 0, teda X4 je kompaktná, súvislá a jednoducho súvislá
²tvorrozmerná Kählerovská varieta, ktorej prvá Chernova trieda je nulová. V²etky
²tvorrozmerné variety s týmito vlastnos´ami sú navzájom difeomorfné a nazývajú
sa Kummerove plochy, resp. K3-plochy. Z topologického h©adiska ide o varietu
CP2#9CP2, s druhým Bettiho £íslom 22.

Pre hodnoty d ≥ 5 sú variety Xd takzvanými plochami v²eobecného typu. Pre
nepárne d ≥ 5 majú variety Xd a X ′

d = b+CP2#b−CP2 rovnaké priese£níkové
formy, a tým pádom sú homeomorfné. Dá sa v²ak ukáza´, ºe Xd a X ′

d majú rôzne
Donaldsonove invarianty, a teda nie sú navzájom difeomorfné.

Príklad 11.9. Formula adjunkcie. Nech X je Kählerovská plocha (varieta reál-
nej dimenzie 4) a Σ ⊂ X nech je nejaká vnorená súvislá komplexná krivka (reálnej
dimenzie 2). Potom prvá Chernova trieda jej normálovej �brácie νΣ bude Poincar-
ého duál k mnoºine nulových bodov generického rezu νΣ, pri£om tento rez môºeme
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vníma´ ako paralelnú, tranzverzálne vnorenú kópiu plochy Σ. Takto dostávame takz-
vané samopriesekové £íslo plochy Σ. V¤aka rozkladu TΣ = TΣX ⊕ νΣ dostávame
pre rod g = g(Σ) plochy Σ formulu adjunkcie

2g(Σ)− 2 = Σ · Σ− 〈c1(TX), [Σ]〉.
Vyuºívame tu totiº nasledujúce

〈c1(TΣ), [Σ]〉 = 〈e(Σ), [Σ]〉 = χ(Σ),

〈c1(νΣ), [Σ]〉 = Σ · Σ, a c1(TΣX) = c1(TΣ) + c1(νΣ).
Príkladom pouºitia tejto formuly môºe by´ hyperplocha

Σd =
{
[z0 : z1 : z2] ∈ CP2 | zd

0 + zd
1 + zd

2 = 0
}

stup¬a d v CP2. Toto bude súvislá hladko vnorená plocha, ktorej rod bude daný
rovnos´ou

2g(Σd)− 2 = d2 − 3d.

Totiº, podobne ako v leme 11.7, máme TCP2 + ε ∼= H3, a teda c1(TCP2) = 3h.
Z toho plynie 〈c1(TCP2, [Σd]) = 3d. Nako©ko Σd je stup¬a d, máme [Σd] = dh a
Σd · Σd = d2. Zvy²ok uº vyplýva z formuly adjunkcie.
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Symplektická redukcia (MF)

• Momentové zobrazenie
• Redukovaný fázový priestor
• Elementárny príklad: Pohyb v zvislom gravita£nom poli

Za symetrie sú zákony zachovania. Tie sa dajú vyuºit' na zjednodu²enie úlohy a
zjednodu²ená úloha sa dá £asto dotiahnut' do konca. Symplektická redukcia formal-
izuje túto my²lienku. Pod'me teda formalizovat'.

Momentové zobrazenie. Nech (M,ω, Rg) je symplektická varieta, na ktorej je
dané pravé pôsobenie Rg Lieovej grupy G, pri£om toto pôsobenie zachováva sym-
plektickú ²truktúru:

Rg : M → M R∗
g ω = ω

S kaºdým takýmto pôsobením sa automaticky dostáva (pre kaºdé X ∈ G) do hry
istá uzavretá forma, konkrétne 1-forma αX ≡ iξX

ω.
H In�nitezimálnou verziou podmienky R∗

g ω = ω je rovnica LξX
ω = 0. Cartanova

identita ale dáva 0 = LξX
ω = iξX

dω + diξX
ω = d(iξX

ω). N
L'ahko sa overí, ºe forma αX závisí od X lineárne a vo£i akcii Rg je �typu Ad �

:

(46) R∗
gαX = αAd gX takºe in�nitezimálne LξX

αY = α[X,Y ]

Najdôleºitej²í je prípad, ked' formy αX sú v skuto£nosti nielen uzavreté, ale aj
exaktné, £iºe ked' existuje globálny potenciál PX ∈ F(M), αX = dPX . Vtedy sa
pôsobenie volá globálne hamiltonovské, lebo pole ξX je vtedy hamiltonovské pole
generované funkciou PX

(47) iξX
ω = −dPX takºe ξX = ζPX

alebo tieº ξXf = {PX , f}
Predpokladajme, ºe takýto potenciál existuje. Vzniká otázka, £i sa vy²²ie spo-
mínané vlastnosti prená²ajú z 1-formy αX aj na potenciál (funkciu) PX . Jednoduchá
analýza ukazuje, ºe linearita funkcie PX vo£i X ∈ G sa (vyuºitím vôle v potenciáli)
dá vºdy zabezpe£it'. To umoº¬uje zakódovat' ju do ekvivalentného objektu, do zo-
brazenia

P : M → G∗ 〈P (x), X〉 := PX(x), x ∈ M

£o sa dá chápat' aj ako funkcia na M s hodnotami v G∗, t.j. P ∈ Ω0(M,G∗).
Trochu náro£nej²ia analýza odhalí, ºe s Ad-správaním potenciálu (t.j. so vzt'ahom

LξX
PY = P[X,Y ]) je to zloºitej²ie a ºe sa nie vºdy dá dosiahnut'. Zárove¬ sa pritom

odhalí, ºe toto Ad-správanie úzko súvisí s platnost'ou vzt'ahu

(48) {PX , PY } = P[X,Y ]

t.j. s faktom, ºe predpis X 7→ PX je homomor�zmus Lieových algebier alebo tieº s
ekvivariantnost'ou zobrazenia P , t.j. s vlastnost'ou

(49) P ◦Rg = Ad ∗g ◦ P

Pre nás bude najzaujímavej²í prípad, ked' sa funkcia β(X, Y ) dá odstránit', t.j.
ked' platia vzt'ahy (48) a (49). Zobrazenie P : M → G∗ sa vtedy volá momentové
zobrazenie, jemu prislúchajúce zobrazenie P̃ : G → A(M), X 7→ PX je komomentové

57
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zobrazenie a samotné hamiltonovské pôsobenie Rg grupy G na (M,ω) sa vtedy
volá poissonovské pôsobenie. (Takéto �slu²né� pôsobenie vzniká napríklad zdvihom
l'ubovol'ného pôsobenia z bázy do totálneho priestoru kodotykovej �brácie (pozri
(42)) alebo v prípade koadjungovaných orbít, ktoré sme spomínali v predchádzajúcej
predná²ke.)

Ak Lieova grupa G zachováva aj hamiltonián, R∗
gH = H (ide teda o symetriu

celej hamiltonovskej sústavy (M,ω, H)), tak funkcia PX je pre kaºdé X ∈ G za-
chovávajúca sa veli£ina. Máme teda tol'ko (nezávislých) zachovávajúcich sa veli£ín,
kol'ko je rozmer grupy symetrie (= rozmer Lieovej algebry G; ak Ei je báza G, tak
PX = XiPi a v²etky funkcie Pi = PEi

sa zachovávajú).

Redukovaný fázový priestor. �asto sa stane, ºe na prvý pohl'ad zloºitá úloha
sa výrazne zjednodu²í prechodom do t'aºiskovej sústavy. Je to preto, lebo vypadnú
nezaujímavé stupne vol'nosti spojené s pohybom t'aºiska. To £o zostane má samozre-
jme menej stup¬ov vol'nosti (ked'ºe nejaké vypadli) a teda tento krok zmen²il (zre-
dukoval) fázový priestor. Tento jednoduchý nápad je podstatou techniky redukcie
fázového priestoru pomocou symetrie. Tu si opí²eme v²eobecnú schému redukcie a
zvy²ok tejto a celú d'al²iu predná²ku ju budeme uº len ilustrovat' na konkrétnych
príkladoch.

Budeme predpokladat', ºe na 2n-rozmernej symplektickej variete (M,ω) máme
vol'né a poissonovské pôsobenie Rg Lieovej grupy G. Zodpovedá jej teda ekvivari-
antné momentové zobrazenie P : M → G∗. Vieme, ºe ak by bola G aj symetriou
hamiltoniánu, tak by sa zloºky Pi momentového zobrazenia P zachovávali, takºe
celá trajektória by leºala iba v £asti celkového fázového priestoru M , a to tej, ktorú
P zobrazuje do jedného bodu p ∈ G∗. Fixujme preto bod p ∈ G∗ a ako Mp ozna£me
jeho vzor

Mp := {x ∈ M | P (x) = p}
Je to podvarieta rozmeru 2n−dim G, ktorá je de�novaná implicitne rovnicami

Pi(x) = pi ≡ kon²t., i = 1, . . . ,dim G

Podvarieta Mp nie je invariantná vo£i pôsobeniu celej grupy G; l'ahko sa overí, ºe

RgMp = MAd ∗gp

Odtial' vidíme, ºe Mp je invariantná iba vo£i podgrupe Gp ⊂ G, stabilizátoru bodu
p (vo£i pôsobeniu Ad ∗ na G∗). Ohrani£enie pôsobenia Rg na Gp uº teda necháva
Mp (ako mnoºinu) na mieste

RgMp = Mp g ∈ Gp

Pôsobenie grupy Gp rozkladá varietu Mp na orbity Ox. Ked'ºe Gp pôsobí na Mp

vol'ne (platilo to pre celú grupu G), tak v²etky orbity sú ako variety rovnaké (difeo-
morfné). Ukazuje sa, ºe výsledným redukovaným fázovým priestorom je faktorva-
rieta M̂p := Mp/Gp (priestor orbít). Nato aby sme to dokázali, potrebujeme na nej
nájst' symplektickú formu. Dá sa k nej dopracovat' nasledovne.

Pôvodná symplektická forma ω ºije na M . Uvaºujme jej ohrani£enie ω|Mp
na

podvarietu Mp. Ozna£me ho ω̃. Táto 2-forma má dve dôleºité vlastnosti, ktoré z nej
umoºnia o chvíl'u vyrobit' symplektickú formu ω̂ na M̂p. Po prvé, je Gp-invariantná,
t.j.

R∗
gω̃ = ω̃ g ∈ Gp

Okrem toho je navy²e aj horizontálna, t.j. anuluje ju (£o i len jediný) �vertikálny�
argument, kde pod vertikálnym vektorom chápeme vektor, ktorý sa dotýka orbity.
Dá sa v²ak ukázat' (odporú£ame si to premysliet'), ºe formy na Mp, ktoré sú horizon-
tálne a sú£asne Gp-invariantné, sú vo vzájomne jednozna£nom vzt'ahu s formami
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na M̂p. (Takéto formy na Mp sú pull-backom nejakej formy na M̂p vo£i prirodzenej
projekcii na faktorvarietu, π : Mp → M̂p, x 7→ x̂ ≡ [x].)

To ale znamená, ºe na M̂p ºije jednozna£ná 2-forma ω̂, ktorá zodpovedá forme
ω̃ na Mp. Práve táto 2-forma je hl'adanou symplektickou formou. (Previerka, ºe to
tak je, je uºito£ným cvi£ením ponechaným na £itatel'a.)

Z pôvodnej symplektickej variety (M,ω) sa teda získala nová (men²ia) symplek-
tická varieta (M̂p, ω̂). Hovorí sa jej redukovaná symplektická varieta a v mechan-
ickom kontexte tieº redukovaný fázový priestor. Povie sa tieº, ºe vznikla z (M,ω)
redukciou grupou G.

A £o ak máme na za£iatku celú hamiltonovskú sústavu a hamiltonián je tieº
invariantný vo£i grupe G? Redukuje sa symetriou celá hamiltonovská sústava?
Jednoducho sa nahliadne, ºe áno. Dá sa presved£it', ºe pôvodné hamiltonovské
pole sa prirodzene projektuje na redukovaný fázový priestor a ºe je na ¬om opät'
hamiltonovským pol'om, pri£om jeho hamiltonián Ĥ je ohrani£ením pôvodného
hamiltoniánu H na M̂p. Redukciou grupou G tak vzniká z pôvodnej hamiltonovskej
sústavy (M,ω, H) redukovaná hamiltonovská sústava (M̂p, ω̂, Ĥ), ktorá je men²ia
ako pôvodná.

Jednoduchý príklad: Pohyb v zvislom gravita£nom poli. Uvaºujme ako
hamiltonovskú sústavu oby£ajný fázový priestor jedného hmotného bodu T ∗R3 ≡
R6[r,p] so symplektickou formou ω = dp. ∧ dr a s hamiltoniánom H(r,p) =
p2/2m + mgz. Ide teda o pohyb tohoto bodu v zvislom homogénnom gravita£nom
poli. Intuitívne je zrejmé, ºe translácie vo vodorovných smeroch (x, y, z) 7→ (x +
ax, y +ay, z) sú jej symetriou. Formálnym vyjadrením týchto pocitov je to, ºe zdvih
translácií do fázového priestoru

(x, y, z, px, py, pz) 7→ (x + ax, y + ay, z, px, py, pz)

zachováva symplektickú formu aj hamiltonián. Ked'ºe toto pôsobenie Lieovej grupy
G = (R2,+) vo fázovom priestore je vol'né, sú naplnené v²etky zákonom predpísané
podmienky na za£atie reduk£ného konania.

Za£ína sa momentovým zobrazením. Pre X = X1E1 + X1E1 z Lieovej algebry
dvojrozmernej transla£nej grupy má fundamentálne pole tvar ξX = X1∂x + X2∂y,
takºe

iξX
ω = −(X1dpx + X2dpx) = −d(X1px + X2px) ≡ −dPX

Momentové zobrazenie preto vyzerá

P : (x, y, z, px, py, pz) 7→ pxE1 + pyE2 ∼ (px, py) ∈ R2 ∼ G∗

Vzor bodu (px, py) ∈ R2 ∼ G∗ sú v²etky body (x, y, z, px, py, pz) také, ºe px a py

sú �xné, takºe Mp ∼ R4[x, y, z, pz]. Transla£ná grupa je komutatívna, preto Ad aj
Ad ∗ pôsobí triválne a teda Gp je celá transla£ná grupa. Body na jej orbitách sú
ekvivalentné v zmysle (x, y, z, pz) ∼ (x+ax, y+ay, z, pz); ak podl'a tejto ekvivalencie
faktorizujeme, dostaneme ako priestor orbít M̂p ∼ R2[z, pz]. (Projekcia π : Mp →
M̂p tu vyzerá (x, y, z, pz) 7→ (z, pz).) Ohrani£enie ω na Mp ∼ R4[x, y, z, pz] je
ω̃ = dpz ∧ dz a táto forma je pull-backom formy ω̂ = dpz ∧ dz z M̂p. Napokon
ohrani£enie H vedie na Ĥ(z, pz) = p2

z/2m + mgz (plus aditívna kon²tanta, ktorú
nepí²eme). Záver teda je, ºe redukovaná hamiltonovská sústava tu je R2[z, p] so
symplektickou formou ω̂ = dp ∧ dz a s hamiltoniánom H(z, p) = p2/2m + mgz;
ide teda o pohyb hmotného bodu v homogénnom gravita£nom poli, pri ktorom sa
ignorujú (nezaujímavé = vodorovné) stupne vol'nosti (x, y) a preºije len zaujímavá
(= zvislá, jednorozmerná) £ast' úlohy.
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Symplektická redukcia 2 (MF)

• Pr.1: Problém dvoch telies - redukcia pomocou grupy translácií
• Pr.2: Pohyb v centrálnom poli - redukcia pomocou grupy rotácií
• Pr.3: Redukcia Cn+1 na CPn pomocou grupy U(1)

Problém dvoch telies a translácie. Uvaºujeme pohyb dvoch hmotných bodov
v E3. Ich dynamika sa opisuje hamiltoniánom

H(r1, r2,p1,p2) = p2
1/2m1 + p2

2/2m2 + U(|r1 − r2|)

ktorý je funkciou vo fázovom priestore R12[r1, r2,p1,p2] ≡ T ∗R6, kde R6[r1, r2]
je kon�gura£ný priestor sústavy. V tomto kon�gura£nom priestore pôsobí (tro-
jrozmerná) transla£ná grupa R3[a] ²tandardným predpisom

R̂a : (r1, r2) 7→ (r1 + a, r2 + a)

Jej zdvih Ra := T ∗R̂−a na T ∗R6[r1, r2] vyzerá

Ra : (r1, r2,p1,p2) 7→ (r1 + a, r2 + a,p1,p2)

Ak prejdeme v kon�gura£nom priestore namiesto (r1, r2) k súradniciam t'aºiska R
a relatívnemu vektoru r = r1 − r2, dostaneme

ω = dp1. ∧ dr1 + dp2. ∧ dr2 = dP. ∧ dR + dp. ∧ dr

Pôsobenie Ra vo fázovom priestore v týchto súradniciach vyzerá

Ra : (R, r,P,p) 7→ (R + a, r,P,p)

Je vol'né a symplektická forma ω je vo£i nemu invariantná. Hamiltonián vychádza

H(R, r,P,p) =
P2

2M
+

p2

2µ
+ U(|r|) M ≡ m1 + m2 µ ≡ m1m2

m1 + m2

a je zjavne invariantný. Môºe sa preto za£at' redukcia.
Podobne ako v minulom príklade nahliadneme, ºe momentové zobrazenie sa dá

napísat' ako
P : (R, r,P,p) 7→ P

takºe varieta Mp zo v²eobecnej kon²trukcie tu zodpovedá £asti fázového priestoru
s �xnou hodnotou celkovej hybnosti t'aºiska P; dá sa teda stotoºnit' s R9[R, r,p].
Grupa Gp je tu (opät') celá transla£ná grupa R3[a], takºe výsledná varieta M̂p sa dá
stotoºnit' s R6[r,p]. Ohrani£enie symplektickej formy ω na podvarietu Mp tu vyzerá
ω̃ = dp. ∧ dr (pozor, ºije na R9[R, r,p]). Táto 2-forma je naozaj horizontálna
a R3[a]-invariantná. Zápis �redukovanej� symplektickej formy ω̂ vyzerá rovnako
ako pre ω̃, ale ω̂ ºije uº len na R6[r,p]. Transla£ná symetria pôvodnej úlohy o
dvoch telesách nás teda priviedla (symplektickou redukciou) k jednoduch²ej úlohe
o jednom (�ktívnom) telese. Redukovaným fázovým priestorom je uº len R6[r,p]
(fázový priestor bodu s �polohovým vektorom� r) so symplektickou formou ω̂ =
dp. ∧ dr. V tomto fázovom priestore generuje dynamiku hamiltonián

Ĥ = Ĥ(r,p) = p2/2µ + U(r)

60
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ktorý zodpovedá pohybu telesa v centrálnom poli. Vznikne z pôvodného hamilto-
niánu H(R, r,P,p) takto: Najprv sa v ¬om poloºí P = kon²t. za ohrani£enie na
Mp. (Vzniknutá nepodstatná aditívna kon²tanta sa ²krtne.) Výsledok nezávisí od
R (vd'aka invariantnosti) a preto prechod na M̂p (zlikvidovanie R) sa uº formálne
nijako neprejaví.

Pohyb v centrálnom poli a rotácie. Úloha o jednom telese v centrálnom poli,
ktorá zostala, sa dá redukovat' d'alej, lebo má e²te dodato£nú rota£nú symetriu.

Rota£ná grupa ²tandardne pôsobí v kon�gura£nom priestore M = E3 jedného
hmotného bodu, r 7→ Ar, A ∈ SO(3). Ak lj je báza Lieovej algebry so(3), tak
príslu²né generátory ξX na M a ich zdvihy do fázového priestoru T ∗M [r,p] sú

ξlj = −εjikxi∂k ξ̃lj = −εjik{xi
∂

∂xk
+ pi

∂

∂pk
}

Funkcie PX vychádzajú

Plj (r,p) = −εjklxkpl ≡ −(r× p)j ≡ −Lj

Pre momentové zobrazenie odtial' ²tandardne dostaneme

(r,p) 7→ −L(r,p) ≡ −r× p

takºe Mp je tu podvarieta ML ⊂ R6[r,p] bodov s kon²tantnou hodnotou vektora
momentu hybnosti L ≡ r×p = kon²t. Skalárne násobenie vektormi r a p dáva L.r =
0 = L.p, takºe ak vyberieme os z v smere L, tak vektory r aj p budú �v rovine xy�.
V polárnych súradniciach v týchto rovinách teda máme zatial' súradnice (r, ϕ, pr, pϕ)
(£o sú súradnice na T ∗R2[r, ϕ]). Podmienka na �xovanie d¨ºky vektora L dáva navy²e
Lz = xpy − ypx = pϕ = L = kon²t., takºe ako ML zostáva súradnicovo uº len
R3(r, ϕ, pr). Ako Gp fungujú rotácie, ktoré nemenia L, t.j. rotácie len okolo osi
z (SO(2) ⊂ SO(3)). Ekvivalencia na orbitách tohoto pôsobenia je (r, ϕ, pr) ∼
(r, ϕ + a, pr) takºe faktorizácia dáva M̂p ≡ M̂L

∼= R2(r, pr). Symplektická forma v
pôvodnom R6 bola ω = dpr ∧ dr + dpϑ ∧ dϑ + dpϕ ∧ dϕ. Jej ohrani£enie na ML je
ω̃ = dpr ∧ dr, £o je invariantné a horizontálne vo£i generátoru ∂ϕ grupy SO(2). Na
M̂L je teda ω̂ = dpr ∧ dr. Ohrani£enie hamiltoniánu vyzerá (pϑ 7→ 0, pϕ 7→ L ≡
kon²t.)

H(r,p) =
p2

2µ
+ U(r) ≡ p2

r

2µ
+

p2
ϑ

2µr2 sin2 ϑ
+

p2
ϕ

2µr2
+ U(r) 7→ p2

r

2µ
+

L2

2µr2
+ U(r)

Vy²lo teda, ºe symplektická redukcia rota£nou grupou dáva pre problém pohybu
telesa v centrálnom poli U(r) dynamiku �radiálneho� stup¬a vol'nosti r, t.j. dy-
namiku vo fázovom priestore so súradnicami (r, pr), symplektickou formou ω̂ =
dpr ∧ dr a hamiltoniánom

Ĥ(r, pr) =
p2

r

2µ
+ Uef (r) Uef (r) := U(r) +

L2

2µr2

≡ efektívna potenciálna energia

Redukcia Cn+1 na CPn a U(1) symetria. Za£ína sa z Cn+1 so súradnicami
(z0, z1, . . . , zn) a kanonickej symplektickej formy (pozri (41))

ω = (−i/2)dz̄a ∧ dza

≡ (−i/2)[dz̄0 ∧ dz0 + dz̄k ∧ dzk]

= (−i/2)[dz̄0 ∧ dz0 + dz̄1 ∧ dz1 + · · ·+ dz̄n ∧ dzn](50)

Je zjavne invariantná vo£i prirodzenému pôsobeniu grupy U(1) v Cn+1

(51) za 7→ eitza, z̄a 7→ e−itz̄a ⇒ ω 7→ ω
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s generátorom
ξE1 = v = i(z∂ − z̄∂̄) ≡ i(za∂a − z̄a∂̄a)

H Toto je fundamentálne pole ξE1 = v, ktoré zodpovedá bázovému prvku E1 = i
Lieovej algebry G = u(1). Pre v²eobecný prvok X = X1E1 ∈ G bude ξX = X1ξE1 =
X1v. N

Na redukciu sa e²te zídu aj iné (lokálne) súradnice v Cn+1, súradnice (r, ϕ,wk, w̄k),
ktoré zavedieme takto: v²eobecný bod z leºí na sfére polomeru r, takºe v oblasti,
kde z0 6= 0, platí

r2 = |z|2 ≡ z̄aza = |z0|2 + |z1|2 + · · ·+ |zn|2 = |z0|2(1 + w̄w)

zk = z0wk, w̄w := w̄kwk = |w1|2 + · · ·+ |wn|2

To dáva pre z0 a zk parametrizáciu

z0 = z0(r, ϕ,wk, w̄k) = reiϕ/(1 + w̄w)1/2(52)

zk = zk(r, ϕ,wk, w̄k) = reiϕwk/(1 + w̄w)1/2(53)

V²imneme si, ºe pôsobenie (51) grupy U(1) vyzerá v týchto súradniciach vel'mi
jednoducho

(r, ϕ,wk, w̄k) 7→ (r, ϕ + t, wk, w̄k) takºe v = ∂ϕ

Ideme symplekticky redukovat'. Podl'a v²eobecnej schémy vytvoríme 1-formu αX a
presved£íme sa, ºe je exaktná:

αX = −iξX
ω = dPX PX(z, z̄) = X1PE1(z, z̄) = X1(1/2)|z|2

Nesklamala - naozaj je exaktná. Pomocou jej potenciálu PX môºeme teda zaviest'
momentové zobrazenie

(54) P : Cn+1[z, z̄] → (u(1))∗ P (z, z̄) = P1(z, z̄)E1 =
1
2
|z|2E1

Teraz môºeme prikro£it' k d'al²iemu kroku receptu: vyrobit' varietu Mp ako vzor
�xného bodu p v G∗ = (u(1))∗. Pohl'ad na konkrétny tvar zobrazenia (54) ukazuje,
ºe touto varietou je tu sféra (�xného) polomeru R > 0:

M = Cn+1 Mp = S2n+1
R ≡ {z ∈ Cn+1| |z|2 = R2} ⊂ Cn+1

Mimoriadne jednoducho vyzerá zápis sféry S2n+1
R v súradniciach (r, ϕ,wk, w̄k); pod-

mienka znie
S2n+1

R : r = R ⇒ S2n+1
R [ϕ, wk, w̄k]

£iºe na sfére preºijú uº len súradnice (ϕ, wk, w̄k). Grupa Gp (zo v²eobecného re-
ceptu), ktorá necháva na pokoji Mp, je tu celá grupa G = U(1), lebo reprezentácia
Ad ∗ pôsobí triviálne. Vo£i tejto grupe treba teraz Mp ≡ S2n+1

R prefaktorizovat', £ím
sa získa varieta M̂p = CPn. Ohrani£enie pôsobenia grupy G = U(1) na Mp ≡ S2n+1

R

súradnicovo vyzerá
(ϕ, wk, w̄k) 7→ (ϕ + t, wk, w̄k)

takºe na faktorvariete M̂p = CPn, priestore orbít, zostanú uº len súradnice (wk, w̄k)

M̂p = CPn[wk, w̄k]

To je dobre, lebo (wk, w̄k) sa ²tandardne pouºívajú ako súradnice na CPn.
Práve na tejto variete má ºit' výsledná (�redukovaná�) symplektická forma ω̂.

Chceme získat' jej súradnicové vyjadrenie. Podl'a v²eobecnej schémy treba najprv
urobit' ohrani£enie ω̃ symplektickej formy ω na podvarietu Mp = S2n+1

R . To by v
súradniciach (r, ϕ,wk, w̄k) prakticky znamenalo poloºit' vo vyjadrení ω v²ade r = R,
a teda dr = 0; súradnica r teda opú²t'a scénu a d'alej zostanú uº len súradnice
(ϕ, wk, w̄k). Zo v²eobecnej teórie sa d'alej vie, ºe táto forma ω̃ je vo£i pôsobeniu
Gp = U(1) invariantná a navy²e ºe je horizontálna (vynuluje sa po dosadení £o i len
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jediného argumentu typu ξX). Invariantnost' v súradniciach (ϕ, wk, w̄k) znamená, ºe
jej komponenty neobsahujú premennú ϕ. Horizontalita sa prejaví tak, ºe tam nikde
nebude �gurovat' bázová forma dϕ. Spolu vidíme, ºe aj súradnica ϕ sa porú£a,
takºe ω̃ sa vyjadruje uº len cez (wk, w̄k). Z explicitného súradnicového vyjadrenia
prirodzenej projekcie

v²eobecne π : Mp → M̂p(55)

t.j. tu π : S2n+1
R → CPn z 7→ [z](56)

resp. (ϕ, wk, w̄k) 7→ (wk, w̄k)(57)

vidno, ºe na M̂p = CPn naozaj existuje forma ω̂ taká, ºe ω̃ = π∗ω̂ pri£om formy
ω̃ a ω̂ majú úplne rovnaké súradnicové vyjadrenie. Takºe ak vyrátame súradnicový
tvar formy ω̃, na získanie ω̂ uº nebude £o po£ítat'. Vyrátat' súradnicový tvar formy
ω̃ nie je t'aºké.

V princípe treba prepo£ítat' diferenciály v (50) pomocou (52) a (53). Samozre-
jme, ked'ºe diferenciály dr a dϕ v kone£nom výraze nebudú, nemusíme ich brat'
váºne ani tu a môºeme ich pokojne ignorovat' uº v medzivýpo£toch. T.j. napríklad

dz0(r, ϕ,wk, w̄k) = d{reiϕ/(1 + w̄w)1/2} = · · · = z0

(
dr

r
+ idϕ− 1

2
d(w̄w)
1 + w̄w

)
ale sta£í si z toho nechat'

dz0 = z0

(
−1

2
d(w̄w)
1 + w̄w

)
≡ z0β β := −1

2
w̄kdwk + wkdw̄k

1 + w̄w

Podobne vyjde (po vy²krtnutí zbyto£ných £lenov)

dzk = z0(dwk + wkβ)

Teraz sta£í tieto vyjadrenia dosadit' do (50) (a poloºit' r = R v (52) a (53)) a vyjde

ω̃ = − i

2
hk̄j dw̄k ∧ dwj hk̄j = R2 (1 + w̄w)δkj − wkw̄j

(1 + w̄w)2

Zistili sme teda, ºe CPn má prirodzenú symplektickú ²truktúru, ktorá sa dá získat'
(napríklad) symplektickou redukciou z Cn+1 pomocou symetrie U(1). Ukazuje sa,
ºe skuto£nost' je e²te zaujímavej²ia a bohat²ia: CPn je (podobne ako Cn+1) dokonca
Kählerovou varietou, 1 pri£om kählerovská ²truktúra je daná hermitovskou formou

ĥ = ĝ + iω̂ = hk̄j dw̄k ⊗ dwj hk̄j = R2 (1 + w̄w)δkj − wkw̄j

(1 + w̄w)2

1O Kählerových varietách sa hovorí v iných predná²kach tejto Zimnej ²koly.
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Symplektická ´ava (MN)

V kapitole 11 sme si ukázali, ºe pre sym-
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Prejde symplektická
´ava cez ucho ihly?

plektickú varietu má trieda symplektomorf-
izmov podobne bohatú ²truktúru ako trieda
difeomorfných transformácií. Navy²e, kaºdý
symplektomor�zmus zachováva okrem sym-
plektickej formy ω aj formu objemu

∧n
ω. V

tejto predná²ke poukáºeme na jeden zásadný
rozdiel medzi symplektomor�zmami a dife-
omorfizmami zachovávajúcimi objem. Prík-
lad so symplektickou ´avou pochádza od V.
I. Arno©da, dôkaz nemoºnosti pretiahnutia
symplektickej ´avy cez ucho ihly je od M.
Gromova, ktorý v ¬om vyuºil teóriu J-holomorfných
kriviek.

Symplektickú ´avu bude reprezentova´ jednotková gu©a B2n(1) v ²tandard-
nom lineárnom symplektickom priestore (R2n, ω0). Valec Z(r) = B2(r)× R2n−2 =
{(x, y) ∈ R2n|x2

1 + y2
1 ≤ r}, so zúºením ²tandardnej symplektickej formy ω0, bude

reprezentova´ ucho ihly. Potom platí nasledujúca veta o �nezma£knute©nosti�.
Veta 14.1 (O nezma£knute©nosti, Gromov 1985). Ak existuje symplektomor-

�zmus, ktorý zobrazuje jednotkovú gu©u B2n(1) v (R2n, ω0) do valca Z(r), potom
r ≥ 1.

Nie je ´aºké nahliadnu´, ºe pre objemzachovávajúce difeomor�zmy nemáme,
okrem dimenzie 2, ºiadne podobné obmedzenie. Jednotkovú gu©u vieme totiº zo-
brazi´ do ©ubovo©ne úzkeho valca, pri£om zma£knutie v niektorých smeroch vieme
kompenzova´ natiahnutím v inom. V kapitole 4 sme si ukázali, ºe ku kaºdej vlastnej
hodnote λ lineárneho symplektomor�zmu Ψ existuje druhá vlastná hodnota λ−1.
Gromovova veta o nezma£knute©nosti nám, okrem iného, hovorí ako sú tieto dve
vlastné hodnoty a ich vlastné priestory navzájom pevne zviazané.

Skúsme sa najprv pozrie´ na lineárny prípad. Pod a�nným symplektomor�zmom
budeme rozumie´ zobrazenie Ψ : R2n → R2n tvaru Ψ(z) = Φ(z) + z0, kde Φ(z) ∈
Sp(2n) je symplektická matica.

Tvrdenie 14.2. Ak Ψ je a�nný symplektomor�zmus zobrazujúci B2n(1) do
Z(r), potom r ≥ 1.

Dôkaz. Nech Ψ(z) = Φ(z)+z0 a u, v ∈ R2n sú st¨pce matice ΦT zodpovedajúce
súradniciam x1, y1 a nech a, b sú príslu²né zloºky vektora z0. Platia teda rovnosti

Φz =
(
−uT−
− vT−
···

) (
z

)
=

(
uT z
vT z
···

)
,

ΦT x1 =
(

| | ·
u v ·
| | ·

) (
1
0
:

)
=

(
|
u
|

)
, ΦT y1 =

(
| | ·
u v ·
| | ·

) (
0
1
:

)
=

(
|
v
|

)
.

Obe matice, Φ aj ΦT , sú symplektické a platí ω0(u, v) = ω0(ΨT x1,ΨT y1) =
ω0(x1, y1) = 1. Podmienka zobrazenia jednotkovej gule B2n(1) do valca Z(r) sa dá
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prepísa´ ako
sup
|z|=1

(〈u, z〉+ a)2 + (〈v, z〉+ b)2 ≤ r2.

Ke¤ºe 1 = ω0(u, v) ≤ |u||v|, aspo¬ jeden z vektorov u, v má d¨ºku aspo¬ 1,
nech je to vektor u. Zvo©me z = ± u

|u| a dosadením za z dostaneme

r2 ≥ (〈u, z〉+ a)2 = (±|u|+ a)2,

£o pre jedno zo znamienok dá 1 ≤ r. �

Táto vlastnos´ a�nných symplektomor�zmov vedie k nasledujúcemu pojmu:
pod (lineárnou) symplektickou ²írkou ©ubovo©nej podmnoºiny A ⊂ R2n rozumieme
£íslo

wL(A) = sup{πr2|Φ(B2n(r)) ⊂ A pre nejaké Φ ∈ ASp(2n, R)},
resp. pre nelineárny prípad

w(U, ω) = sup{πr2|B2n(r) sa dá symplekticky zobrazi´ do U}.
Tvrdenie o lineárnej nezma£knute©nosti nám pre symplektickú ²írku dáva

wL(B2n(r)) = wL(Z(r)) = πr2.

Takto de�novaná symplektická ²írka navy²e sp¨¬a nasledujúce axiómy symplek-
tickej kapacity.

(monotónnos´) ak existuje symplektické vnorenie Φ : (U, ω) → (U ′, ω′), potom
c(U, ω) ≤ c(U ′, ω′),

(konformná invariancia) pre ©ubovo©né λ > 0 platí c(U, λω) = λ2(U, ω),
(netriviálnos´)

0 < c(B2n(1), ω0) = c(Z(1), ω0) < ∞.

Platí nasledujúce tvrdenie, charakterizujúce symplektomor�zmy pomocou sym-
plektickej kapacity, dokáºeme iba jeho lineárnu verziu.

Tvrdenie 14.3. (Lokálny) orientáciu�zachovávajúci difeomor�zmus Φ na sym-
plektickej variete (R2n, ω0) je symplektomor�zmom vtedy a len vtedy, ak zachováva
kapacitu na v²etkých otvorených podmnoºinách v R2n, t.j. c(Φ(U)) = c(U) pre v²etky
otvorené U .

Tvrdenie 14.4. Lineárne zobrazenie L : R2n → R2n, ktoré zachováva kapacitu
elipsoidov je symplektické alebo antisymplektické, t.j. L∗(ω0) = ±ω0.

Dôkaz. Ak zobrazenie L nie je symplektické ani antisymplektické, tak takým
nebude ani LT . Tým pádom existujú vektory v, w, pre ktoré

ω0(v, w) 6= ±ω0(LT v, LT w).

Ke¤ºe táto nerovnos´ je otvorená relácia, t.j. platí v nejakom otvorenom okolí vek-
torov v a w, môºeme predpoklada´, ºe obe strany sú nenulové. Prípadným pre²kálo-
vaním alebo zámenou LT za (LT )−1 môºeme zabezpe£i´, aby platilo

0 < λ2 = |ω0(LT v, LT w)| < ω0(v, w) = 1.

Skon²truujme nové symplektické bázy v R2n:

u1 = v, v1 = w, u2 = . . . ,

u′1 =
LT v

λ
, v′1 = ±LT w

λ
, u′2 = . . . .

Nech A, resp. A′ sú lineárne symplektomor�zmy zobrazujúce e1, e2, . . . , e2n do
u1, v1, . . . , resp. u′1, v

′
1, . . . . Potom zloºené zobrazenie C = (A′)−1LT A zobrazuje

vektory e1, e2 na

e1
A7−−−→ u1 = v

LT

7−−−→ LT v = λu′1
(A′)−1

7−−−−−→ λe1,
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e2
A7−−−→ v1 = w

LT

7−−−→ LT w = λv′1
(A′)−1

7−−−−−→ λe2,

£iºe matice C a CT majú tvar

C =


λ 0 ∗ . . . ∗
0 λ ∗ . . . ∗
0 0 ∗ . . . ∗
...

...
...

...
...

0 0 ∗ . . . ∗

 , CT =


λ 0 0 . . . 0
0 λ 0 . . . 0
∗ ∗ ∗ . . . ∗
...

...
...

...
...

∗ ∗ ∗ . . . ∗

 .

Potom zobrazenie CT zobrazuje jednotkovú sféru B2n(1) do valca Z(λ) s polom-
erom λ < 1. Zárove¬ ale platí, ºe zobrazenia A, L a (A′)−1 zachovávajú kapacitu,
rovnako by ju malo zachováva´ aj ich zloºenie CT = AT L(A′)−1. �ím sa dostávame
k sporu. �

Úplný dôkaz Gromovovej vety o nezma£knute©nosti výrazne presahuje rámec
týchto predná²ok, a preto tu uvedieme iba jeho ná£rt, vynechajúc práve jeho ´aº²ie
£asti týkajúce sa J-holomorfných kriviek.

Ná£rt dôkazu Vety o nezma£knute©nosti. Nech Φ : B2n(1) → Z(r) je
symplektické vnorenie jednotkovej gule do valca s polomerom r. Predpokladajme,
ºe obraz Φ(B2n(1)) leºí v nejakej kompaktnej podmnoºine B2(r) × K ⊂ Z(r).
Tú môºeme povaºova´ za podmnoºinu kompaktnej variety (S2 × T 2n−2,Ω), kde
symplektická forma Ω = σ ⊕ κω0 pozostáva zo symplektickej 2-formy σ na sfére
S2 s celkovou plochou πr2 + ε a κω0 je vhodný násobok ²tandardnej symplektickej
formy na T 2n−2.

Okrem toho, nech J0 je ²tandardná (takmer) komplexná ²truktúra na R2n a
J nech je Ω-kompatibilná takmer komplexná ²truktúra na S2 × T 2n−2, ktorá súh-
lasí s Φ∗(J0) na obraze gule B2n(1). Takáto takmer komplexná ²truktúra J ide
vºdy skon²truova´ roz²irením Φ∗(J0) aj mimo obraz Φ(B2n(1)), nako©ko lokálne je
priestor Ω-kompatibilných komplexných ²truktúr kontraktibilný.

Teória J-holomorfných kriviek na variete S2 × T 2n−2, o ktorej sa zmienime
viac v kapitole 15, zaru£uje existenciu aspo¬ jednej J-holomorfnej krivky reprezen-
tujúcej homologickú triedu A = [S2 × pt], prechádzajúcej cez kaºdý bod variety
S2 × T 2n−2. Nech C je J-holomorfná krivka prechádzajúca cez bod Φ(0), a nech
S je jedna z komponent vzoru Φ−1(C), prechádzajúca cez bod 0. Potom S je J0-
holomorfná krivka v B2n(1), pri£om kaºdý jej prienik s kompaktnou podmnoºinou
gule je kompaktný. Takáto krivka sa nazýva vlastná alebo regulárna. Nako©ko J0

je ²tandardná komplexná ²truktúra na R2n = Cn, o krivke S vieme toho pomerne
ve©a.

Vieme, ºe holomorfná krivka S bude minimálnou plochou v zmysle ²tandardnej
metriky g0. Lenºe taká plocha je práve ©ubovo©ný plochý disk prechádzajúci cez
po£iatok, ktorého plocha je π12. Dostávame teda nerovnosti

π ≤ Plochag0(S) =
∫

S

ω0 =
∫

Φ(S)

Ω ≤
∫

C

Ω =
∫

S2×pt
Ω = πr2 + ε.

Nako©ko táto nerovnos´ platí pre v²etky ε dostávame r ≥ 1.
"�"



PREDNÁ�KA 15

J-holomorfné krivky (MN)

V kapitole 14 sme sa stretli so zobrazeniami zachovávajúcimi takmer komplexné
²truktúry, konkrétne sme videli zobrazenie u : (S2, j) → (S2 × T 2n−2, J), pre ktoré
platilo

J ◦ du = du ◦ j.

�al²ou úpravou predchádzajucej rovnosti dostávame

J ◦ du ◦ j = du ◦ (−1),

J ◦ du ◦ j + du = 0.

Poznamenajme, ºe riemannovskú sféru S2 je niekedy uºito£né reprezentova´ kom-
plexnou projektívnou priamkou CP1, ktorá má ²tandardnú komplexnú aj sym-
plektickú ²truktúru. Vy²²ievedené rovnosti v²ak majú lokálnu povahu a nezávisia
od globálnych vlastností Riemannovskej plochy, a preto podobnú argumentáciu
môºeme pouºi´ aj pre zobrazenia z Riemannovských plôch vy²²ieho rádu u : Σ →
M . Pre ne sa rovnakým spôsobom dostaneme k diferenciálnemu operátoru ∂̄J , de�-
novanému ako ∂̄J(u) = 1

2 (J ◦ du ◦ j + du). Tento operátor hrá v modernej matem-
atike významnú úlohu, a práve jeho výskyt v kontexte symplektickej geometrie nám
umoºnuje vyuºi´ zásadné výsledky z oblasti parciálnych diferenciálnych rovníc.

1. Cauchy�Riemannove rovnice

Ak si lokálne súradnice na S2 ozna£íme ako z = s + it, komplexná ²truktúra
na jej dotykovej �brácii bude daná vz´ahmi j( ∂

∂s ) = ∂
∂t a j( ∂

∂t ) = − ∂
∂s . Podobne

na M môºeme ma´ lokálne súradnice x1, x2, . . . , x2n. Potom operátor ∂̄J prira¤uje
zobrazeniu u : S2 → M zobrazenie ∂̄J(u) = 1

2 (J ◦du◦ j +du), t.j. zobrazenie z TS2

do TM , £o v lokálnych súradniciach môºeme zapísa´ ako

J ◦ du ◦ j :
(

∂
∂s
∂
∂t

)
j7−−−→

(
∂
∂t

− ∂
∂s

)
du7−−−−→

( ∑
i

∂ui
∂t

∂
∂xi

−
∑

i
∂ui
∂s

∂
∂xi

)
J7−−−→

(
J(u)

∑
i

∂ui
∂t

∂
∂xi

−J(u)
∑

i
∂ui
∂s

∂
∂xi

)
,

du :
(

∂
∂s
∂
∂t

)
du7−−−−→

( ∑
i

∂ui
∂s

∂
∂xi∑

i
∂ui
∂t

∂
∂xi

)
.

Spojením dostaneme

∂̄J(u) :
(

∂
∂s
∂
∂t

)
7−→ 1

2

(
J(u)∂tu+∂su
−J(u)∂su+∂tu

)
,

£o sa dá �u£ene� vyjadri´ aj ako

∂̄J(u) =
1
2
(
J(u)∂tu + ∂su

)
ds +

1
2
(
− J(u)∂su + ∂tu

)
dt.

Na ∂̄J(u) sa tu môºeme pozera´ ako na 1-formu z Ω0,1(S2, u∗TM), teda priestoru
foriem £akajúcich na jeden vektor (z, v) ∈ TS2 a dávajúcich výsledok (z, v′), kde
v′ ∈ Tu(z)M .

Na to, aby ∂̄J(u) bolo nulové, potrebujeme aby boli splnené nelineárne Cauchy�
Riemannove rovnice

J(u)∂tu + ∂su = 0 a − J(u)∂su + ∂tu = 0,
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ktoré sú, tak isto ako v lineárnom prípade, iba násobkami jedna druhej. Podobne
ako sa v komplexnej analýze dostaneme od Cauchy�Riemannových rovníc k har-
monickým funkciám, môºeme obe rovnice e²te raz parciálne zderivova´

0 = ∂s

(
J(u)∂tu

)
+ ∂s∂su = J(u)∂s∂tu +

(
∂sJ(u)

)
∂tu + (∂s)2u

0 = ∂t

(
− J(u)∂su

)
+ ∂t∂tu = −J(u)∂t∂su−

(
∂tJ(u)

)
∂su + (∂t)2u

a s£ítaním dosta´ rovnicu pre laplacián u

∆u = (∂s)2u + (∂t)2u =
(
∂tJ(u)

)
∂su−

(
∂sJ(u)

)
∂tu.

Rovnica, ktorú sme takto dostali, je kvázi-lineárna eliptická parciálna rovnica rádu
2. Teória eliptických parciálnych rovníc ponúka viacero silných nástrojov, ktoré
nám dávajú lep²iu predstavu o priestoroch jej rie²ení. �peciálne ide o výsledky
týkajúce sa regularity rie²ení, ktoré nám umoº¬ujú ukáza´, ºe vhodné slabé rie²enia
sú v skuto£nosti regulárne, £i hladké. Na druhej strane, pre výsledky týkajúce sa
existencie slabých rie²ení môºeme pouºit metódy z funkcionálnej analýzy, ktoré nám
dajú informáciu o o£akávanej dimenzii priestoru rie²ení.

2. Minimálne plochy

�al²ia priama spojitos´ s harmonickou analýzou spo£íva v tom, ºe tak ako
klasické harmonické funkcie minimalizujú plochu, podobne ju budú minimalizova´
aj J-holomorfné krivky.

Nech takmer komplexná ²truktúra J na variete M je kompatibilná so symplek-
tickou formou ω, a teda platí

ω(u, v) = ω(Ju, Jv), a ω(u, Ju) > 0 pre u 6= 0.

K dvojici symplektickej formy ω a takmer komplexnej ²truktúry J existuje práve
jedna s nimi kompatibilná metrika sp¨¬ajúca gJ(u, v) = ω(u, Jv). Následne môºeme
de�nova´ na TM normu | · |J ako | · |2J = gJ(·, ·) = ω(·, J ·).

Okrem diferenciálneho operátora ∂̄J môºeme analogicky de�nova´ diferenciálny
operátor ∂J ako ∂J(u) = 1

2 (du− J ◦ du ◦ j). Potom dostávame rozklad diferenciálu
du = ∂J(u) + ∂̄J(u), ktorý nám pomôºe odlí²i´ J-holomorfné zobrazenia, t.j. tie,
pre ktoré je zloºka ∂̄J(u) nulová. Podobne ako diferenciál ∂̄J(u), aj ∂J(u) a du sú
1-formami z Ω1(S2, u ∗ TM).

De�nujme energiu zobrazenia u : S2 → M ako L2 normu 1-formy du:

E(u) :=
1
2

∫
S2
|du|2JdS,

kde normu | · |J pre lineárne zobrazenie L = du(z) : TzS
2 → Tu(z)M de�nujeme

predepisom

|L|j := |ξ|−1
√
|L(ξ)|2J + |L(jξ)|2J

pre nenulové ξ ∈ TzS
2.

Cvi£enie 15.1. Ukáºte, ºe pre (reálne) lineárne zobrazenie L : C → R2n je
výraz

|L| = |ξ|−1
√
|L(ξ)|2 + |L(jξ)|2

nezávislý od výberu ξ ∈ C− {0}, kde | · | ozna£uje Euklidovskú normu na R2n. Ak
navy²e identi�kujeme R2n s Cn a L je komplexné lineárne zobrazenie, potom platí
|L| =

√
2|L(1)|. Ukáºte tieº, ºe |L(1)| je operátorová norma lineárneho zobrazenia

L (v zmysle |L| = sup|z|=1 |L(z)|), a ºe hodnotu |L| dostaneme ak odmocníme
sú£et ²tvorcov zloºiek reálnej matice reprezentujúcej L pre ortonormálne bázy. Pre
holomorfnú funkciu φ : C → C ukáºte, ºe |dφ(z)| =

√
2|φ′(z)|, kde φ′(z) ∈ C

ozna£uje jej komplexnú deriváciu.
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Pre súradnicový systém z = s + it na S2 a zobrazenie u : S2 → M potom platí

|du|2JdS =
(
|∂su|2J + |∂tu|2J

)
ds ∧ dt =

(
|∂su + J∂tu|2J − 2gJ(∂su, J∂tu)

)
ds ∧ dt =

= 2|∂̄J(u)|2JdS + 2ω(∂su, ∂tu)ds ∧ dt = 2|∂̄J(u)|2JdS + 2u∗ω,

pri£om sme vyuºili výsledok predchádzajúceho cvi£enia

|∂̄J(u)|2J = 2|∂̄J(u)(s)|2J = 2
∣∣∣∣12(∂su + J∂tu)

∣∣∣∣2
J

=
1
2
|∂su + J∂tu|2J .

Potom pre energiu zobrazenia u : S2 → M dostávame nasledujúcu lemu:

Lemma 15.2. Nech ω je symplektická froma na hladkej variete M a J je s ¬ou
kompatibilná takmer komplexná ²truktúra. Potom pre energiu hladkého zobrazenia
u : S2 → M platí

E(u) =
1
2

∫
S2
|du|2JdS =

∫
S2
|∂̄J(u)|2JdS +

∫
S2

u∗(ω).

Ak zobrazenie u predstavuje J-holomorfnú krivku, potom platí

E(u) =
∫

S2
u∗(ω) =

∫
u(S2)

ω.

�

Z toho vidíme, ºe J-holomorfné krivky minimalizujú energiu (gJ -plochu ich
obrazu) v rámci homologickej triedy A = [Im(u)], a tým pádom sú to harmonické
zobrazenia. Tieº je zjavné, ºe energia J-holomorfnej krivky je jej topologickým
invariantom. Nako©ko pri výpo£te energie integrujeme kladné £ísla, bude E(u) > 0
pokia© A 6= 0.

Poznámka: Ako sme videli v predná²ke 16, podmienkou na to, aby varieta M
bola symplekticky asférická je

∫
S2 g∗ω = 0 pre v²etky g ∈ π2(M). To znamená, ºe

v takejto variete neexistujú netriviálne J-holomorfné sféry.

Cvi£enie 15.3. Nech (V, ω, J) je symplektický vektorový priestor s kompati-
bilnou (takmer) komplexnou ²truktúrou J a príslu²ným skalárnym sú£inom gJ . Pre
vektory v, w ozna£me rovnobeºník nimi tvorený ako P (v, w). Ukáºte, ºe platí

ω(v, w) ≤ gJ -plocha P (v, w).

Ukáºte, ºe rovnos´ nastáva iba pre vektory w ∈ Span[v, Jv]. Odvo¤te z toho, ºe
J-holomorfné krivky v (M,ω, J) minimalizujú gJ -plochu.

3. Modulárne priestory J-holomorfných kriviek

Ukázali sme si, ºe J-holomorfné krivky sú práve tie, pre ktoré ∂̄J(u) ≡ 0.
Pozrime sa teraz na priestory na ktorých operátor ∂̄J vlastne ºije.

Na jednej strane máme priestor hladkých kriviek B := C∞(S2,M), t.j. priestor
hladkých zobrazení z S2 do M . Kaºdému takémuto zobrazeniu u môºeme priradi´
∂̄J(u), 1-formu v Eu = Ω0,1(S2, u∗TM). To nás vedie k nasledujúcemu �brovanému
priestoru:

Eu −−−−→ Ey
B

Potom je operátor ∂̄J rezom tejto �brácie

∂̄J : B → E , ∂̄J : u 7→ (u, ∂̄J(u)).

Priese£ník obrazu ∂̄J s nulovým rezom bude práve priestor J-holomorfných kriviek⋃
M(A, J), skladajúci sa z viacerých komponentov pre rôzne homologické triedy
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A ∈ H2(M). Vo v²eobecnosti, priesek rezu ∂̄J s nulovým rezom �brácie E nemusí by´
tranzverzálny, a tým pádom modulárny priestor J-holomorfných kriviek M(A, J)
v homologickej triede A môºe obsahova´ výrazné singularity.

Problém moºných singularít priestoru M(A, J) moºno obís´ tak, ºe povolíme
istú variabilitu takmer komplexnej ²truktúry J . Neobmedzíme sa iba na takmer
komplexné ²truktúry z J (ω), t.j. kompatibilné so symplektickou ²truktúrou ω na
variete M , ale vezmeme do úvahy vä£²í priestor Jτ (ω), zloºený z takmer kom-
plexných ²truktúr skrotených symplektickou ²truktúrou ω. Priestor Jτ (ω), ako sme
uº spomínali v kapitole 11, bude kontraktibilný, ale otovorený v priestore v²etkých
takmer komplexných ²truktúr, t.j. bude ma´ plnú dimenziu.

Potom sa dá ukáza´, ºe vlastnos´ �priestor� M(A, J) je nesingulárny (reg-
ulárny) je v J (ω) generická, t.j. priestor takmer komplexných ²truktúr J , pre
ktoré má M(A, J) singularity má v J (ω) ur£itú kodimenziu. Navy²e, kaºdé dve
takmer komplexné ²truktúry s regulárnymi modulárnymi priestormi moºno spoji´
1-parametrickou triedou regulárnych takmer komplexných ²truktúr. Preto medzi
priestormi M(A, J0) a M(A, J1) budeme ma´ triviálny kobordizmus, tým pádom
budú difeomorfné.

Z teórie indexu eliptických diferenciálnych operátorov nakoniec pre o£akávanú
dimenziu modulárneho priestoru M(A, J) dostaneme:

dimM(A, J) = 2(c1(TM, J) ·A + n),

kde c1(TM, J) je prvá Chernova trieda dotykovej �brácie TM . Dimenzia zodpovedá
tzv. Fredholmovmu indexu diferenciálneho operátora ∂̄J .

V predná²ke 11 sme videli, ºe grupa komplexných transformácií S2 = CP1 je
PSL(2, C). Táto grupa má (reálnu) dimenziu 6 a je, nane²tastie, nekompaktná.
Grupa PSL(2, C) má prirodzenú vo©nú akciu na modulárnom priestore J-holo-
morfných kriviek M(A, J), nako©ko pre g ∈ PSL(2, C) a J-holomorfnú krivku
u : S2 → M bude aj zloºené zobrazenie

S2 g−−−→ S2 u−−−→ M

J-holomorfné.
Na základe jedného zo základných výsledkov teórie J-holomorfných kriviek,

Gromovovej vety o kompaktnosti, na ktorú sa tu len odvoláme, dostaneme, ºe fak-
torizovaný priestor M(A, J)/G bude kompaktný.

4. J-holomorfné krivky v S2 × T 2n−2

Vy²²ie uvedenú teóriu, z ktorej sme naozaj len opatrne na£rtli jej najdôleºitej²ie
kontúry, môºeme pouºi´ pre dokon£enie argumentu o symplektickej ´ave.

Pre modulárny priestor J-holomorfných kriviek uvaºujme tzv. vyhodnocujúce
zobrazenie

evJ : M(A, J)×G S2 → M, evJ : (u, z) 7→ u(z).

Potom Im(evJ) predstavuje body variety M , cez ktoré prechádza niektorá z J-ho-
lomorfných kriviek v homologickej triede A.

Potom máme

dim
(
M(A, J)×G S2

)
= 2(c1 ·A + n)− dim(G) + dim(S2).

V prípade variety S2× T 2n−2 má prvá Chernova trieda hodnotu c1(S2× T 2n−2) =
2h, kde h = PD([pt × T 2n−2]). Pre homologickú triedu A = [S2 × pt], ktorá nás
zaujíma, dostaneme

dim
(
M(A, J)×G S2

)
= 2(2PD[pt×T 2n−2]·[S2×pt]+n)−6+2 = 2(2+n)−4 = 2n.
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Teraz môºme pouºi´ nasledujúci argument vyuºívajúci kobordizmus medzi mod-
ulárnymi priestormi M(A, Jsplit) a M(A, J), kde Jsplit je ²tandardná komplexná
²truktúra na CP1 × Tn−1

C a J je v²eobecná takmer komplexná ²truktúra na S2 ×
T 2n−2. Nako©ko 2n je presne dimenzia priestoru CP1× Tn−1

C , a ako sa dá pomerne
jednoducho presved£i´, zobrazenie evJsplit

má stupe¬ 1, bude ma´ aj zobrazenie
evJ stupe¬ 1 a cez kaºdý bod variety S2 × T 2n−2 bude prechádza´ práve jedna
J-holomorfná krivka v triede [S2 × pt]. Týmto na£rtli akými argumentami sa dá
vyplni´ chýbajúca medzera v dôkaze Gromovovej vety o nezma£knute©nosti.

"�"

5. Záverom

Tieto predná²ky treba chápa´ ako úvod do problematiky symplektickej geome-
trie a topológie, resp. teórie J-holomorfných kriviek. Pri ich príprave som £erpal
in²piráciu z klasických u£ebníc a textov, ktoré sa týmto témam venujú detailnej²ie a
rigoróznej²ie, pochádzajú od popredných odborníkov, ktorí sa sami spolupodie©ali
na budovaní spomenutých teórií. Nedá sa na tomto mieste spravi´ ni£ iné, ako ich
prípadnému záujemcovi a £itate©ovi týchto kapitol odporu£i´.

Dnes uº klasickou knihou venovanou symplektickej topológii je práca Dusy Mc-
Du� a Dietmara Salamona Introduction to Syplectic Topology, [?], z ktorej som
£erpal pri príprave kapitol 4, 8, 14. Kniha J-holomorphic Curves and Symplectic
Topology, [?] sa venuje teórii J-holomorfných kriviek a obsahuje v²etky zaml£ané
£asti dôkazov, ktoré sme v kapitolách 14, 15 iba nazna£ili. Táto kniha pochádza
od tých istých autorov ako predo²lá. Doplnkovým £ítaním ponúkajúcim £iasto£ne
odli²ný poh©ad na symplektickú geometriu a topológiu je zborník Symplectic Ge-
ometry and Topology, [?] ktorý vznikol z predná²ok na letnej ²kole organizovanej
Institute of Advanced Studies a Park City Mathematics Institute v roku 1997.

Pre ¤al²ie informácie týkajúce sa v²eobecných otázok algebraickej topológie,
charakteristických tried, 4-rozmerných variet £i komplexných variet odporú£am
knihy Raoula Botta a Loringa Tua Di�erential Forms in Algebraic Topology, Glena
Bredona Topology and Geometry, Johna Milnora a Jamesa Stashe�a, Characteris-
tic Classes, Roberta Gompfa a Andrása Stipsicza 4-manifolds and Kirby Calculus
a Wolfa Bartha, Klausa Huleka, Chrisa Petersa a Antonia Van de Vena Compact
complex surfaces.
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Symplekticky asférické variety a Arno©dova
hypotéza (JK)1

Symplekticky asférické variety predstavujú zaujímavú a dôleºitú triedu sym-
plektických variet. V symplektickej geometrii a topológii sa objavujú v rôznych
situáciách. Napríklad, v nedávnych rokoch sa pre ne podarilo dokáza´ známu Arno©-
dovu hypotézu (podrobnej²ie poz. £as´ 3) zo 60-tych rokov 20. storo£ia o po£te
pevných bodov hamiltonovských symplektomor�zmov (o ktorých sa tieº hovorieva
ako o hamiltonovských alebo exaktných difeomor�zmoch). Tým sa podstatne roz²írila
trieda súvislých uzavretých symplektických variet M , pre ktoré sa dosia© podarilo
dokáza´, ºe kaºdý hamiltonovský symplektomor�zmus M → M má aspo¬ to©ko
pevných bodov, ko©ko je minimálny po£et kritických bodov kaºdej hladkej reálnej
funkcie na M . Na druhej strane, popri ocenení tohto významného úspechu, neza-
²kodí realisticky pripomenú´, ºe Arno©dova hypotéza stále zostáva nerozhodnutá
pre ve©mi mnohé z tých symplektických variet, ktoré nie sú symplekticky asférické
(podrobnej²ie poz. závere£ný úsek v 2.2 a poznámky v 3.2 o predchádzajúcom
pokroku v overovaní Arno©dovej hypotézy alebo jej obmien).

Tento £lánok, ktorého zameranie je stru£ne zhrnuté v názve, je mierne roz²íre-
nou verziou predná²ok, ktoré som predniesol v rámci Zimnej ²koly zo symplek-
tickej geometrie, konanej na Fakulte matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave vo februári 2007. Delí sa na tri £asti, z ktorých kaºdá má
nieko©ko pod£astí. Samotný pojem symplekticky asférickej variety si priblíºime v
£asti 2, a to z topologického (v 2.1) aj geometrického (v 2.2) h©adiska. Na základné
vy£lenenie symplekticky asférických variet spomedzi ostatných symplektických va-
riet pouºijeme prostriedky algebraickej topológie. Preto najmä niektoré poznatky o
homotópii a homotopických grupách, ako aj o ich vz´ahu k homologickým grupám
(Hurewiczova veta o izomor�zme) stru£ne uvedieme v prípravnej £asti 1. Niektoré
z nich nám v £asti 3, po pripomenutí (v 3.1) pojmu hamiltonovského symplek-
tomor�zmu, sformulovaní (v 3.2) Arno©dovej hypotézy a po pridaní (v 3.3 a 3.4)
¤al²ích topologických my²lienok a výsledkov poslúºia tieº pri stru£nom ná£rte (v
3.5) spomínaného nedávneho dôkazu Arno©dovej hypotézy pre symplekticky as-
férické variety. V ¬om jeho hlavný tvorca Yuli Rudyak ([19]), v ur£itých fázach
spolupracujúci s J. Opreom (poz. [20]), nadviazal na dlhoro£né úsilie viacerých
matematikov, £inných na jednej strane v algebraickej topológii, a na druhej strane
v analyticky a geometricky zameraných oblastiach matematiky.

V ¤al²om texte budeme pouºíva´ ozna£enie R pre pole reálnych £ísel a Z pre
okruh celých £ísel.

1. Prípravné pojmy a úvahy

1.1. Homotópia a homotopická ekvivalencia. V tejto £asti sa budeme
krátko zaobera´ pojmom homotópie (homotopickej deformácie) spojitých zobrazení

1Po£as prípravy tohto £lánku bol autor £lenom dvoch výskumných kolektívov, £iasto£ne pod-
porovaných grantovou agentúrou VEGA
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medzi topologickými priestormi a povieme si o homotopickom roztriedení priestorov
vzh©adom na reláciu homotopickej ekvivalencie.

Nech I = 〈0, 1〉 ozna£uje uzavretý interval medzi 0 a 1 na reálnej osi. Ako
je v topológii a príbuzných oblastiach zvykom, zobrazeniami medzi topologickými
priestormi budeme rozumie´ spojité zobrazenia.

Pripomenieme, ºe zobrazenie f : X → Y je homotopné so zobrazením g : X →
Y , £o zapisujeme ako f ' g, ak jestvuje taká (spojitá) homotópia H : X × I → Y ,
ºe H(x, 0) = f(x) a H(x, 1) = g(x) pre v²etky x ∈ X; presnej²ie potom pí²eme
H : f ' g. Poznamenáme, ºe v topologickej literatúre (napr. [22, Ch. 1, Sec. 7])
sa zobrazenie c : I → X nazýva cesta v X z bodu c(0) do bodu c(1). Pre pevne
zvolený (©ubovo©ný) bod x0 ∈ X nie je H(x0,−) : I → Y ni£ iné ako cesta v Y z
bodu f(x0) do bodu g(x0).

Teda máme H : f ' g práve vtedy, ke¤ f sa dá �zdeformova´� na g cez spojitý
1-parametrický systém {Ht}t∈I zobrazení Ht : X → Y , £o znamená, ºe H0 = f ,
H1 = g, pri£om spojitos´ systému {Ht}t∈I znamená, ºe zobrazenie X × I → Y ,
(x, t) 7→ Ht(x), je spojité. O Ht sa niekedy hovorí ako o homotópii (alebo stave
homotópie) H v �£ase� t ∈ I.

Pre f, g, h : X → Y máme f ' f (homotópia H(x, t) = f(x)), ¤alej, ak
F : f ' g, tak F− : g ' f , kde F−(x, t) = F (x, 1 − t) a napokon, ak F : f ' g a
G : g ' h, tak F ∗G : f ' h, kde

(F ∗G)(x, t) =
{

F (x, 2t), ak 0 ≤ t ≤ 1
2 ,

G(x, 2t− 1), ak 1
2 ≤ t ≤ 1.

Teda relácia homotopnosti (iná£ povedané, relácia �by´ homotopný�) je relácia ek-
vivalencie. Trieda ekvivalencie zobrazenia f : X → Y (pripomenieme, ºe ¬ou je
mnoºina {g; g ' f}) sa zvy£ajne ozna£uje [f ] a nazýva sa homotopická trieda
(alebo aj trieda homotópie) zobrazenia f . Mnoºinu v²etkých homotopických tried
zobrazení z X do Y ozna£íme [X, Y ].

Napríklad, pre ©ubovo©ný priestor X a zobrazenie f : X → Rn (n nezáporné)
máme f ' 0, kde 0 je kon²tantné zobrazenie do 0 = (0, . . . , 0), 0(x) = (0, . . . , 0) pre
v²etky x ∈ X. Ako homotópiu od f k 0 sta£í zobra´ H : X × I → Rn, H(x, t) =
t · 0 + (1 − t)f(x) (teda H(x, t) je bod úse£ky s krajnými bodmi 0 resp. f(x), ako
na obr. 1).

Ak existujú také zobrazenia f : X → Y a g : Y → X, ºe g◦f ' idX a f◦g ' idY,
tak f sa nazýva homotopická ekvivalencia, a hovoríme, ºe priestor X je homotopicky
ekvivalentný s priestorom Y (alebo tieº, ºe priestor X má alebo ur£uje ten istý
homotopický typ ako priestor Y ), £o zapisujeme ako X ' Y . Samozrejme, ak sú
dva topologické priestory homeomorfné, tak tým skôr sú homotopicky ekvivalentné.
Podobne ako relácia homeomorfnosti, aj relácia homotopickej ekvivalentnosti (iná£
povedané, relácia �by´ homotopicky ekvivalentný�) sa dobre správa vzh©adom na
skladanie zobrazení (nie je ´aºké uvedomi´ si, ºe zloºenia homotopných zobrazení
sú homotopné) a ©ahko sa dá dokáza´, ºe je reláciou ekvivalencie.

Priestor je kontraktibilný (alebo stiahnute©ný), ak je homotopicky ekvivalentný s
jednobodovým priestorom (má homotopický typ jednobodového priestoru). Naprík-
lad, Rn (a podobne aj kaºdý konvexný podpriestor priestoru Rn) je kontraktibilný
priestor. Totiº, Rn ' {0}, lebo inklúzia i : {0} ↪→ Rn, i(0) = 0, je homotopická
ekvivalencia, ke¤ºe pre kon²tantné zobrazenie c : Rn → {0} máme c ◦ i = id{0} a
i ◦ c ' idRn (ako homotópiu od idRn k i ◦ c sta£í zobra´ Ht(x) = (1− t)x).

Obrazne môºeme poveda´, ºe v mnoºinovoteoretickej (inými slovami: v²eobec-
nej) topológii sa pouºívajú �okuliare s topologickým �ltrom� (samozrejme, slovo
��lter� tu má svoj v²edný � nematematický � význam!) ktorými sa nedajú rozlí²i´
navzájom homeomorfné priestory, takºe pomocou takýchto okuliarov napr. nevidno
rozdiel medzi ²tvorcom a kruhom. V algebraickej topológii sa pouºívajú e²te slab²ie
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Obrázek 1. Homotópia H(x, t) = (1− t)f(x) medzi f a 0; obraz
¬ou ur£enej cesty z f(x) do 0(x) = 0 je úse£ka spájajúca f(x) a 0.

�okuliare s homotopickým �ltrom�, ktorými sa nedajú rozlí²i´ priestory navzájom
homotopicky ekvivalentné. Teda, ako sme si uvedomili v predchádzajúcom príklade,
ak si nasadíme �homotopické okuliare�, tak napríklad nezbadáme ºiadny rozdiel
medzi takým obrovským objektom, akým je R2 a takýmmali£kým, akým je jeho jed-
nobodový podpriestor! Hoci sa to môºe zda´ pri poh©ade zvonka £udné alebo para-
doxné, práve �zníºením rozlí²enia� (pribliºne v duchu zvolania: �Ustúpte stromy,
aby som videl les!�) geniálny objav topologickej resp. homotopickej �optiky� umoºnil
zapojenie mohutného aparátu sú£asnej algebry, geometrie a analýzy do rie²enia, a
napokon aj vyrie²enia, mnohých matematických otázok. Takou bola napr. správnos´
alebo nesprávnos´ tvrdenia známeho ako ve©ká Fermatova veta, alebo aj niektoré
otázky symplektickej geometrie a viaceré iné problémy, o ktorých sa pri pouºití iba
�klasickej optiky� (s najvy²²ím moºným rozlí²ením, ale obmedzujúcej pouºite©né
prostriedky £asto iba na matematický aparát známy okolo konca 19. storo£ia) dlho
zdalo, ºe sú nad ©udské sily.

1.2. Homotopické grupy. V tejto £asti si stru£ne povieme o homotopick-
ých grupách topologických priestorov, resp. ich párov. Presnej²ie, zameriame sa
najmä na �vy²²ie� homotopické grupy, o ktorých sa v základných predná²kach z
algebraickej topológie ´aºko dá poveda´ nie£o podstatné, ak sa vôbec dospeje k ich
de�nícii. Vä£²inou sa hovorí iba o vari najznámej²ej homotopickej grupe, ktorú za-
viedol uº Poincaré koncom 19. storo£ia, a tou je fundamentálna grupa topologického
priestoru. V roz²írenom kontexte, zah¯¬ajúcom aj vy²²ie homotopické grupy, sa na
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fundamentálnu grupu moºno pozera´ ako na prvú homotopickú grupu (za ktorou
nasleduje druhá � práve tá je dôleºitá pri charakterizácii symplekticky asférických
variet � potom tretia at¤.).

Pri topologickej charakterizácii symplekticky asférických variet budeme tieº
potrebova´ ur£ité fakty o homológiách a kohomológiách. O tých v²ak £itate© isto
má aspo¬ základné vedomosti, a ak sa v texte stretne s nie£ím, £o ich v ur£itom
zmysle presiahne, tak dúfame, ºe sa nevzdá, a v²etko potrebné si doplní z u£ebníc
algebraickej topológie, akými sú napr. [8], [1] alebo [22]. V²etky tieto knihy sú v
angli£tine, Spanierova kniha existuje aj v ruskom preklade; ºia©, zatia© niet ºiadnej
slovenskej u£ebnice algebraickej topológie.

Pre kaºdé n ≥ 1 máme n-rozmernú jednotkovú kocku

In = I × · · · × I = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn; 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, . . . , n}.

Jej okraj ∂In je mnoºina takých (x1, . . . , xn) ∈ In, pre ktoré aspo¬ jedno xi je 0
alebo 1. Napríklad I1 = I a ∂I1 = {0, 1}.

Kocka In, s indukovanou topológiou, je topologický podpriestor priestoru Rn

(so ²tandardnou topológiou). Teda môºeme uvaºova´ o (spojitých, ako vºdy) zo-
brazeniach In → X pre ©ubovo©ný topologický priestor X.

Presnej²ie, v (©ubovo©nom) priestore X pevne zvolíme dajaký bod x0, ktorý
potom nazývame referen£ný bod (hovorí sa mu aj bázový, význa£ný a pod.) priestoru
X.

Uvaºujme teraz o takých zobrazeniach f : In → X, ktoré okraj ∂In zobrazujú
do referen£ného bodu x0; teda máme f(∂In) = {x0}. Pre prí£inu, ktorú objasníme
neskôr budeme o takýchto zobrazeniach hovori´ ako o n-sférických zobrazeniach z In

do X zakotvených v x0. Povieme, ºe n-sférické zobrazenie f : In → X zakotvené
v x0 je v relácii ∼ s n-sférickým zobrazením g : In → X zakotveným v x0 a
napí²eme f ∼ g, ak f sa dá zdeformova´ na g homotópiou, ktorá v kaºdom £ase
t ∈ I je n-sférickým zobrazením In → X zakotveným v x0. Teda f ∼ g napí²eme,
ak jestvuje taká homotópia Ht : In → X, ºe Ht(∂In) = {x0} pre kaºdé t ∈ I,
pri£om H0 = f a H1 = g. Potom ∼ je relácia ekvivalencie. Triedu ekvivalencie
(vzh©adom na túto reláciu) reprezentovanú f ozna£íme [f ] a mnoºinu v²etkých
tried ekvivalencie vzh©adom na reláciu ∼ ozna£íme [(In, ∂In), (X, x0)]0.

Pevne zvo©me homotopickú ekvivalenciu medzi faktorovým priestorom In/∂In

a n-rozmernou sférou

Sn = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1;x2
1+, · · ·+ x2

n+1 = 1}.

Pritom ozna£íme s0 bod z Sn, zodpovedajúci (pri na²ej homotopickej ekvivalencii)
okraju ∂In, �zrútenému� (pri faktorizácii) do bodu. Podobne vo faktorovom priestore
X/{x0} ozna£íme znova x0 (nedorozumenie tu isto nehrozí) bod, zodpovedajúci
(triviálnemu) �zrúteniu� {x0} do bodu.

Na mnoºine zobrazení Sn → X zobrazujúcich s0 na x0 de�nujeme reláciu ∼
takto: f ∼ g, ak sa f dá zdeformova´ na g homotópiou, ktorá v kaºdom £ase t ∈ I
zobrazuje s0 na x0. Nie je ´aºké overi´, ºe ∼ je relácia ekvivalencie; triedu ekvivalen-
cie reprezentovanú f ozna£íme [f ] a mnoºinu v²etkých tried ekvivalencie ozna£íme
[Sn, X]0. Jestvuje bijekcia medzi mnoºinami [(In, ∂In), (X, x0)]0 a [Sn, X]0. V¤aka
nej môºeme [(In, ∂In), (X, x0)]0 stotoºni´ s [Sn, X]0. V tomto zmysle môºeme prvky
z [(In, ∂In), (X, x0)]0 reprezentova´ takými zobrazeniami z n-rozmernej sféry, ktoré
s0 zobrazujú na x0, teda takými f : Sn → X, ºe f(s0) = x0. Práve preto sme
zobrazenia f : In → X, ktoré ∂In zobrazujú do referen£ného bodu x0 nazvali
n-sférické.

Na mnoºine [(In, ∂In), (X, x0)]0 de�nujeme teraz binárnu operáciu �·�. Najskôr
pre ©ubovo©né dve n-sférické zobrazenia f, g : In → X zakotvené v bode x0
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de�nujeme zobrazenie f ∗ g : In → X predpisom

(f ∗ g)(x1, x2, . . . , xn) =
{

f(2x1, x2, . . . , xn), ak 0 ≤ x1 ≤ 1
2 ,

g(2x1 − 1, x2, . . . , xn), ak 1
2 ≤ x1 ≤ 1.

Pripomenieme, ºe cesta c : I → X z bodu c(0) do bodu c(1) taká, ºe c(0) =
c(1) sa nazýva slu£ka (v bode c(0) = c(1)). Teda, ²peciálne, 1-sférické zobrazenie
zakotvené v bode x0 nie je ni£ iné ako slu£ka v x0, a ak f a g sú 1-sférické
zobrazenia zakotvené v x0, tak f ∗ g je tieº slu£ka v x0, ktorá vznikne tak, ºe
najskôr (vo©ne povedané) �prebehneme� (za£ínajúc v x0) slu£ku f dvojnásobnou
rýchlos´ou, a potom aj slu£ku g, takisto dvojnásobnou rýchlos´ou.

Pre v²eobecné n je tieº jasné, ºe f ∗ g je dobre de�nované (a spojité) zobraze-
nie, pri£om (f ∗ g)(∂In) = {x0}, a teda f ∗ g je n-sférické zobrazenie zakotvené
v bode x0. Výsledok binárnej operácie � ·� medzi ©ubovo©nými dvoma prvkami
[f ], [g] ∈ [(In, ∂In), (X, x0)]0 (kde, samozrejme, f a g sú n-sférické zobrazenia
In → X zakotvené v x0) de�nujeme jednoducho predpisom

[f ] · [g] = [f ∗ g].

Nie je ´aºké si uvedomi´, ºe táto de�nícia je dobrá, teda ºe uvedený predpis nezávisí
od výberu reprezentantov (ak [f ] = [f̃ ] a [g] = [g̃], tak tieº [f ∗g] = [f̃ ∗ g̃]). Mnoºina
[(In, ∂In), (X, x0)]0 s operáciou �·� (resp. mnoºina [Sn, X]0 so zodpovedajúcou op-
eráciou) je grupa (dôkaz a ¤al²ie informácie moºno nájs´ napr. v [8] alebo [22]);
ozna£íme ju πn(X, x0) a nazývame ju n-tá homotopická grupa priestoru X s ref-
eren£ným bodom x0 (alebo �v bode x0�). �peciálne, o grupe π1(X, x0) sa zvy£ajne
moºno dozvedie´ dos´ ve©a aj v celkom základných kurzoch algebraickej topológie
� pod menom fundamentálnej grupy priestoru X s referen£ným bodom x0 (alebo �v
bode x0�). Táto grupa súvisí tieº so slávnou Poincarého hypotézou ([8, str. 390]),
ktorej dôkaz uº pri zverejnení prvých správ o ¬om (ale vari e²te vä£²mi v lete 2006,
v £ase madridského Medzinárodného kongresu matematikov, po Pere©manovom
odmietnutí Fieldsovej medaily) zaujal dokonca aj ²irokú svetovú verejnos´.

Fundamentálna grupa π1(X, x0) môºe by´ aj nekomutatívna. Napríklad, fun-
damentálna grupa �£íslice 8� � teda jednobodového spojenia dvoch kruºíc � ako
podpriestoru v R2 je vo©ná grupa na dvoch generátoroch, z ktorých kaºdý � vo©ne
povedané � zodpovedá jednej z tých dvoch kruºníc. Ale uº pre v²etky n ≥ 2 sú
homotopické grupy πn(X, x0) komutatívne. Aby sme sa o tom presved£ili, zoberme
©ubovo©né dva prvky [f ] a [g] v πn(X, x0), kde n ≥ 2. Potom [f ] = [f1] resp.
[g] = [g1], kde f1 resp. g1 sú n-sférické zobrazenia zakotvené v bode x0, schémat-
icky znázornené na obr. 2.

Obrázek 2. Homotopická deformácia f na f1 resp. g na g1; biele
sú tie £asti, ktoré sa f1 resp. g1 zobrazujú na x0.

Naozaj, homotópiu F : Sn × I → X medzi f a f1 = F ( , 1) môºeme de�nova´
takto:

F ((x1, x2, . . . , xn), t) =
{

x0, ak 0 ≤ x2 ≤ t
2 ,

f(x1,
2x2−t
2−t , x3, . . . , xn), ak t

2 ≤ x2 ≤ 1.
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Celkom podobne moºno de�nova´ vhodnú homotópiu medzi g a g1.
Potom f1 ∗ g1 moºno homotopicky zdeformova´ (samozrejme, cez n-sférické

zobrazenia zakotvené v bode x0) na g1 ∗ f1, ako je nazna£ené na obr. 3. Takºe
máme napokon

[f ] · [g] = [f ∗ g] = [f1 ∗ g1] = [g1 ∗ f1] = [g ∗ f ] = [g] · [f ].

Obrázek 3. V strednom ²tvorci je nazna£ená homotópia medzi
f1 ∗ g1 (v©avo) a g1 ∗ f1 (vpravo).

V prípade fundamentálnej grupy (n = 1) podobná úvaha (ako pri n ≥ 2) nie je
moºná, ke¤ºe pri nej nám, takpovediac, chýba jedna súradnica.

Ak X je topologický priestor s referen£ným bodom x0, Y priestor s ref-
eren£ným bodom y0 a zobrazenie α : X → Y re²pektuje referen£né body (teda
máme α(x0) = y0), tak pre kaºdé n-sférické zobrazenie f : In → X zakotvené
v x0 bude zloºené zobrazenie α ◦ f : In → Y samozrejme n-sférické, zakotvené
v y0. �ahko sa overí, ºe priradenie [f ] → [α ◦ f ] nezávisí od výberu reprezentanta
a de�nuje zobrazenie, ktoré ozna£íme α# : πn(X, x0) → πn(Y, y0). Toto zobraze-
nie je homomor�zmus a hovorievame o ¬om ako o homomor�zme homotopických
grúp indukovanom zobrazením α. Navy²e, homotopné zobrazenia (homotópia musí
prebieha´ cez zobrazenia re²pektujúce referen£ný bod!) indukujú ten istý homo-
mor�zmus homotopických grúp. Nie je ´aºké presved£i´ sa, ºe (idX)# = idπn(X,x0)

a tieº, ºe ak X, Y a Z sú priestory s referen£nými bodmi (so zachovaním poradia)
x0, y0 a z0 a zobrazenia α : X → Y a β : Y → Z re²pektujú referen£né body, tak
máme (β ◦ α)# = β# ◦ α#. Takºe v re£i teórie kategórií je πn (pre n ≥ 1) kovari-
antný funktor z kategórie topologických priestorov s referen£ným bodom, v ktorej
sú mor�zmami spojité zobrazenia re²pektujúce referen£ný bod, do kategórie grúp
(resp. abelovských grúp, pre n ≥ 2), v ktorej sú mor�zmami homomor�zmy grúp.

Na dokreslenie celkového obrazu poznamenáme, ºe sa de�nuje aj π0(X, x0), ale
iba ako mnoºina komponentov lineárnej súvislosti priestoru X, v ktorej sa kom-
ponent obsahujúci x0 povaºuje za referen£ný prvok. Zobrazenie α : X → Y také,
ºe α(x0) = y0 potom indukuje iba zobrazenie mnoºín α# : π0(X, x0) → π0(Y, y0),
ktoré komponentu obsahujúcemu x priradí komponent obsahujúci α(x) ∈ Y , pre
kaºdý bod x ∈ X. �ahko sa overí, ºe π0 je kovariantný funktor z kategórie topolog-
ických priestorov s referen£ným bodom do kategórie mnoºín s referen£ným prvkom.

Zosta¬me teraz pri n ≥ 1. Pojem �oby£ajnej� homotopickej ekvivalencie topo-
logických priestorov moºno zrejmým spôsobom upravi´ tak, ºe dostaneme pojem
homotopickej ekvivalencie priestorov s referen£ným bodom. Ak α : X → Y je homo-
topická ekvivalencia medzi priestorom X s referen£ným bodom x0 a priestorom Y s
referen£ným bodom y0, tak indukovaný homomor�zmus α# : πn(X, x0) → πn(Y, y0)
je izomor�zmom grúp. Je tieº pravda, ºe �oby£ajná� homotopická ekvivalencia
β : X → Y indukuje izomor�zmus β# : πn(X, x) → πn(Y, f(x)) pre kaºdý bod
x ∈ X.
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Pomocou homotopických grúp moºno potom o niektorých priestoroch ukáza´,
ºe nie sú homotopicky ekvivalentné. Napríklad, je zrejmé, ºe kontraktibilný priestor
musí ma´ v²etky homotopické grupy triviálne, a teda napr. kruºnica, ktorej funda-
mentálna grupa je izomorfná so Z, nemôºe by´ homotopicky ekvivalentná s jedno-
bodovým priestorom, teda nemôºe by´ kontraktibilná.

�alej de�níciu homotopickej grupy pozmeníme tak, aby sme popri �absolút-
nych� grupách πn(X, x0) dostali tieº �relatívne� homotopické grupy πn(X, A, a0),
kde X je topologický priestor, A je podpriestor v ¬om a a0 ∈ A je pevne zvolený
referen£ný bod. O (X, A) sa v týchto súvislostiach zvy£ajne hovorí ako o páre
priestorov alebo topologickom páre, s referen£ným bodom a0. Presnej²ie, homo-
topická grupa páru (X, A) s referen£ným bodom a0 sa de�nuje uº nie pre n ≥ 1,
ale pre n ≥ 2; pre n = 1 dostaneme iba mnoºinu π1(X, A, a0).

De�nujeme n-sférické zobrazenie páru (X, A) zakotvené v bode a0 ako také
f : In → X, ºe f(∂In) ⊂ A a f(∂In \ In−1 × {1}) = {a0}. Reláciu ekvivalen-
cie ∼ na mnoºine takýchto zobrazení de�nujeme takto: f ∼ g, ak existuje taká
homotópia Ht od f ku g, ktorá je v kaºdom £ase t ∈ I n-sférickým zobrazením
páru (X, A) zakotveným v a0. Príslu²nú mnoºinu tried ekvivalencie potom oz-
na£íme πn(X, A, a0). Pre n ≥ 2 binárnu operáciu � ·� na πn(X, A, a0) de�nujeme
obdobne ako v prípade πn(X, x0). Dostaneme tak grupu πn(X, A, a0) � to je
n-tá (relatívna) homotopická grupa páru (X, A) s referen£ným bodom a0. Ak
A 6= ∅, tak grupa πn(X, A, a0) je komutatívna pre n ≥ 3 (a vtedy sa zvy£ajne za-
pisuje aditívne). Grupa π2(X, A, a0) je vo v²eobecnosti nekomutatívna. �peciálne,
πn(X, {a0}, a0) = πn(X, a0), πn(X, X, a0) = 0.

Pre dva páry priestorov s referen£ným bodom, povedzme (X, A) s referen£ným
bodom a0 a (Y, B) s referen£ným bodom b0, spojité zobrazenie α : X → Y , pre
ktoré α(A) ⊂ B a α(a0) = b0 indukuje homomor�zmus

α# : πn(X, A, a0) → πn(Y, B, b0),

podobne ako v �absolútnom� prípade. Podobne tieº identické zobrazenie indukuje
identický homomor�zmus a zloºenie spojitých zobrazení, sp¨¬ajúcich o£ividné pod-
mienky, indukuje zloºenie príslu²ných homomor�zmov homotopických grúp párov,
so zachovaním poradia. Homotopné (prípustným spôsobom) prípustné zobrazenia
indukujú ten istý homomor�zmus homotopických grúp. Pojem homotopickej ek-
vivalentnosti priestorov s referen£ným bodom sa dá zrejmým spôsobom pozmeni´
tak, ºe dostaneme pojem homotopickej ekvivalentnosti párov priestorov s refer-
en£ným bodom. Ak α : X → Y je homotopická ekvivalencia medzi párom (X, A) s
referen£ným bodom a0 a párom (Y, B) s referen£ným bodom b0, tak indukovaný
homomor�zmus homotopických grúp α# : πn(X, A, a0) → πn(Y, B, b0) je izomor�z-
mus. Pritom tieº �oby£ajná� homotopická ekvivalencia párov β : (X, A) → (Y, B)
indukuje izomor�zmus β# : πn(X, A, a) → πn(Y, B, β(a)) pre kaºdé a ∈ A. Podobne
ako v absolútnom prípade môºeme v kategoriálnej re£i poveda´, ºe πn (pre n ≥ 2)
je kovariantný funktor z kategórie párov topologických priestorov s referen£ným
bodom do kategórie grúp (resp. kategórie abelovských grúp, ak n ≥ 3); moºno
e²te doplni´, ºe π1 je kovariantný funktor z kategórie topologických priestorov s
referen£ným bodom do kategórie mnoºín s referen£ným prvkom.

Z ¤al²ích vlastností homotopických grúp e²te spomenieme aspo¬ jednu, a to
jestvovanie exaktnej postupnosti pre pár priestorov s referen£ným bodom. Nech
(X, A) je pár priestorov s referen£ným bodom a0. Potom identické zobrazenie j :
X → X samozrejme sp¨¬a poºiadavku, ºe j(a0) ∈ A a j(a0) = a0, a teda je to
zobrazenie z páru (X, {a0}) do páru (X, A) s referen£ným bodom a0. Preto máme
pre n ≥ 2 homomor�zmy

j# : πn(X, {a0}, a0) = πn(X, a0) → πn(X, A, a0).
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Tieº inklúzia i : A ↪→ X samozrejme re²pektuje referen£ný bod, a teda indukuje
pre n ≥ 1 homomor�zmus

i# : πn(A, a0) → πn(X, a0).

Okrem toho sa e²te ur£itým prirodzeným spôsobom de�nuje zobrazenie (pre n ≥ 2
je to homomor�zmus grúp)

∂n : πn(X, A, a0) → πn−1(A, a0).

Pre kaºdý pár (X, A) s referen£ným bodom a0 máme potom exaktnú postupnos´

. . .
∂n+1// πn(A, a0)

i# // πn(X, a0)
j# // πn(X, A, a0) // . . . ,

pri£om jej koniec je:

. . . // π1(X, A, a0)
∂1 // π0(A, a0)

i# // π0(X, a0).

Takpovediac hlavná £as´ exaktnej postupnosti páru (X, A), kon£iaca sa π1(X, a0),
pozostáva z homotopických grúp (v nej má exaktnos´ ²tandardnú interpretáciu:
pre kaºdú grupu v tejto postupnosti sa jadro z nej vychádzajúceho homomor�zmu
rovná obrazu homomor�zmu do nej prichádzajúceho). Spomínaný koniec v²ak po-
zostáva iba z mnoºín s referen£ným prvkom. Jadro zobrazenia medzi mnoºinami
s referen£ným prvkom sa pritom chápe ako vzor referen£ného prvku. Exaktnos´
koncovej £asti exaktnej postupnosti páru (X, A) potom znamená, ºe jadro mnoºi-
nového zobrazenia ∂1 sa rovná obrazu zobrazenia j# : π1(X, a0) → π1(X, A, a0)
a jadro zobrazenia i# : π0(A, a0) → π0(X, a0) sa rovná obrazu zobrazenia ∂1 :
π1(X, A, a0) → π0(A, a0).

Homotopická grupa páru (X, A) je vºdy asociovaná s nejakým referen£ným
bodom a0 ∈ A. Av²ak, ak priestor X je lineárne súvislý a tieº podpriestor A ⊂ X je
lineárne súvislý, tak pre v²etky a0, a1 ∈ A máme (v²eobecne nekanonický) izomor-
�zmus πn(X, A, a0) ∼= πn(X, A, a1). Pre niektoré otázky je nekanonickos´ tohto
izomor�zmu dôleºitá, ale ke¤ºe tu tak £i onak nezachádzame do v²etkých podrob-
ností, v ¤al²om budeme vynecháva´ referen£ný bod z ozna£enia homotopickej
grupy lineárne súvislého priestoru (resp. páru lineárne súvislých priestorov), ke¤ to
budeme povaºova´ za vhodné.

Príklad: pre n-rozmernú sféru Sn (n ≥ 1) máme n-tú homotopickú grupu
πn(Sn) ∼= Z (z £oho vidno nekontraktibilnos´ Sn). E²te dodáme, ºe pre i ≤ n− 1 je
i-ta homotopická grupa πi(Sn) triviálna, ale � na rozdiel od homologických grúp �
vo v²eobecnosti nie je pravda, ºe πi(Sn) = 0 pre i ≥ n + 1. Napr. ([22, Ch. 7, Sec.
2]) π3(S2) 6= 0.

Z toho, ºe prvky grupy πn(X) (n ≥ 1) sa dajú reprezentova´ zobrazeniami
Sn → X a toho, ºe n-tá homologická grupa (s celo£íselnými koe�cientmi) sféry Sn

je Hn(Sn; Z) ∼= Z vyplýva jestvovanie dôleºitého spojiva medzi homotopickými a
homologickými grupami, známeho ako Hurewiczov homomor�zmus. Pripomenieme
jeho de�níciu. V grupe Hn(Sn; Z) vyberieme generátor (zodpovedajúci alebo −1,
alebo +1 v grupe Z), ktorý ozna£me [Sn]. Tým vlastne sféru Sn orientujeme. Pre
©ubovo©ný prvok [f ] ∈ πn(X), kde f : Sn → X je (spojité) zobrazenie, máme
indukovaný homomor�zmus f∗ : Hn(Sn; Z) → Hn(X; Z), a de�nujeme hn([f ]) =
f∗([Sn]). Priradenie

[f ] 7→ hn([f ])

nezávisí od výberu reprezentanta v triede [f ] a de�nuje homomor�zmus

hn : πn(X) → Hn(X; Z),
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ktorý sa nazýva Hurewiczov homomor�zmus. Moºno de�nova´ tieº relatívnu verziu
Hurewiczovho homomor�zmu

hn : πn(X, A, a0) → Hn(X, A; Z).

Nasledujúca veta hovorí o tých vlastnostiach Hurewiczovho homomor�zmu, ktoré
sú pre nás najdôleºitej²ie (obsaºnej²iu verziu moºno nájs´ napr. v [22, Ch. 7,
Sec. 5]). Pred jej sformulovaním e²te pripomenieme, ºe ak G je grupa, tak [G, G]
ozna£uje komutátorovú podgrupu grupy G, teda podgrupu v G, generovanú prvkami
tvaru aba−1b−1, pre v²etky a, b ∈ G; dúfame, ºe význam ozna£enia [G, G] je vºdy
jasný z kontextu, a grupu [G, G] si £itate© nepomýli s podobne ozna£enou mnoºinou
homotopických tried zobrazení z G do G.

Hurewiczova veta o izomorfizme. Nech X je taký lineárne súvislý topo-
logický priestor, ºe πk(X) = 0 pre v²etky k < n. Potom

(a) Hk(X) = 0 pre v²etky také k, ºe 1 ≤ k ≤ n− 1;
(b) ak n ≥ 2, tak Hurewiczov homomor�zmus

hn : πn(X) → Hn(X; Z)

je izomor�zmus;
(c) ak n = 1, tak h1 : π1(X) → H1(X; Z) je epimor�zmus (surjektívny ho-

momor�zmus), ktorého jadro moºno stotoºni´ s komutátorovou podgrupou
[π1(X), π1(X)]. Teda máme izomor�zmus prvej homologickej grupy priestoru
X (s celo£íselnými koe�cientmi) a �prekomutovanej� fundamentálnej grupy
priestoru X,

H1(X; Z) ∼= π1(X)/[π1(X), π1(X)].

Navy²e, ak n ≥ 2 a podpriestor A priestoru X je lineárne súvislý,
pri£om πi(X, A, a0) = 0 pre i ≤ n− 1, tak

hn : πn(X, A, a0) → Hn(X, A; Z)

je epimor�zmus.

2. Symplekticky asférické variety

2.1. Topologická de�nícia symplekticky asférickej variety. Zaujímavú
triedu topologických priestorov predstavujú asférické priestory. Sú to také lineárne
súvislé priestory, ºe πn(X) = 0 pre v²etky n ≥ 2. Nie je ´aºké si domyslie´, odkia©
pochádza názov �asférický�. Totiº, zvy£ajne sa sférou rozumie S2, S3 at¤., kým
jednorozmerná sféra má osobitné pomenovanie � kruºnica. To, ºe πn(X) = 0 pre
v²etky n ≥ 2 znamená, ºe ºiadna zo sfér S2, S3 at¤. sa nezobrazuje homotopicky
netriviálne do priestoru X (samozrejme, ako vºdy, máme na mysli iba zobrazovanie
spojitými zobrazeniami!), a teda � vo©ne povedané � v X �nie sú ºiadne sféry�, je
asférický. Torus T 2 = S1 × S1 (znázornený na obr. 4) je príkladom asférického
priestoru.

Pri symplekticky asférickej variete (M,ω) prirodzene hrá dôleºitú úlohu sym-
plektická forma ω. Vo©ne povedané, takáto varieta �neobsahuje sféry�� tentoraz v²ak
iba dvojrozmerné sféry � ktoré by sa správali netriviálne vo vz´ahu k forme ω.

Pripomenieme, ºe ak (M2n, ω) je symplektická varieta dimenzie 2n (napr. [4]),
tak ω ∈ Ω2(M) je uzavretá (dω = 0) de Rhamova 2-forma na M , ktorá je nede-
generovaná (iná£ povedané regulárna) ako bilineárna forma v tom zmysle, ºe ¬ou
ur£ená bilineárna forma na dotykovom priestore v kaºdom bode x ∈ M , teda forma
ωx : T (M)x × T (M)x → R, je nedegenerovaná (alebo regulárna). Teda, ak máme
ωx(u, v) = 0 pre v²etky v ∈ T (M)x, tak nevyhnutne u je nulový dotykový vek-
tor (inými slovami, jediný vektor ωx-kolmý na v²etky vektory z T (M)x je nulový
vektor). Ekvivalentne môºeme podmienku nedegenerovanosti sformulova´ takto:
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Obrázek 4. Dvojrozmerný torus � príklad (aj symplekticky) as-
férickej plochy.

ωn = ω ∧ · · · ∧ ω︸ ︷︷ ︸
n krát

∈ Ω2n(M) je objemová forma na M . Samozrejme, forma ω

reprezentuje v de Rhamových kohomológiách variety M nenulovú kohomologickú
triedu [ω] ∈ H2(M ; R), pri£om [ωn] = [ω]n 6= 0 ∈ H2n(M ; R).

Informáciu o vz´ahu kohomológií s celo£íselnými koe�cientmi a kohomológií
s reálnymi koe�cientmi ©ahko dostaneme z jednej z ústredných viet algebraickej
topológie � vety o univerzálnych koe�cientoch (napr. [22, Ch. 5, Sec. 5]). Ke¤ºe R
je pole, táto veta dáva izomor�zmus

H2(M ; R) ∼= Hom(H2(M ; Z), R),

kde Hom(A,B) ozna£uje grupu homomor�zmov z grupy A do grupy B. Teda [ω]
môºeme a budeme chápa´ ako homomor�zmus H2(M ; Z) → R (pritom vlastne sto-
toºníme H2(M ; R) = Hom(H2(M ; Z), R)). Zárove¬ máme Hurewiczov homomor�z-
mus h2 : π2(M) → H2(M ; Z). Môºeme teda prija´ nasledujúcu de�níciu: hovoríme,
ºe symplektická varieta (M2n, ω) je symplekticky asférická, ak sa [ω] anuluje (ako
homomor�zmus H2(M ; Z) → R) na podgrupe h2(π2(M)) grupy H2(M ; Z); sym-
bolicky vtedy napí²eme [ω]|π2(M) = 0.

2.2. Geometrická charakterizácia symplekticky asférickej variety. Po-
zrime sa, £o táto podmienka symplektickej asférickosti znamená geometricky. Pre-
dov²etkým, izomor�zmus z vety o univerzálnych koe�cientoch, spomenutý v 2.1,
je prirodzený (iná£ povedané, funktoriálny), a teda pre kaºdé (spojité) zobrazenie
f : S2 → M máme komutatívny diagram

H2(M ; R)
∼=(=) //

f∗

��

Hom(H2(M ; Z), R)

(f∗)
#

��
H2(S2; R)

∼=(=)// Hom(H2(S2; Z), R),

kde f∗ je homomor�zmus indukovaný zobrazením f v kohomológiách, f∗ je homo-
mor�zmus indukovaný zobrazením f v homológiách a zobrazenie (f∗)# je de�nované
tak, ºe (f∗)#(α) = α ◦ f∗.

Ako vieme, zobrazenie f : S2 → M de�nuje prvok [f ] homotopickej grupy
π2(M). Symplektická asférickos´ variety M teda znamená, ºe

[ω](h2([f ])) = [ω](f∗([S2])) = (f∗)#([ω])([S2]) = 0.

Ale z komutatívnosti ná²ho diagramu vyplýva, ºe máme

[ω](f∗([S2])) = f∗([ω])([S2]).

Teda

0 = f∗([ω])([S2]) = [f∗(ω)]([S2]) =
∫

S2
f∗(ω),
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a môºeme poveda´, ºe symplektická varieta (M2n, ω) je symplekticky asférická práve
vtedy, ke¤ pre kaºdé zobrazenie f : S2 → M je pravda, ºe∫

S2
f∗(ω) = 0.

Samozrejme, príkladom symplekticky asférickej variety je hociktorá taká symplek-
tická varieta M , pre ktorú π2(M) = 0. Konkrétny príklad symplekticky asférickej
variety: dvojrozmerný torus (obr. 2), alebo aj 2n-rozmerný torus T 2n = S1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸

2n krát

.

Av²ak existujú aj symplekticky asférické variety s netriviálnou druhou homotopickou
grupou. Napríklad, 4-rozmerné uzavreté (to znamená kompaktné a bez okraja) va-
riety tohto typu skon²truoval R. Gompf v [7].

Jestvuje (ve©mi) ve©a symplektických variet, ktoré nie sú symplekticky as-
férické. Naozaj (poz. [11, 1.3]), fundamentálna grupa symplekticky asférickej variety
je vºdy nekone£ná, ale pritom, ako ukázal Gompf v [6], kaºdá kone£ne (re)prezento-
vate©ná grupa (teda kaºdá grupa de�novaná kone£ne ve©a generátormi a kone£ne
ve©a reláciami medzi týmito generátormi) sa dá realizova´ ako fundamentálna grupa
uzavretej symplektickej variety. Kto by sa chcel dozvedie´ nie£o o klasi�kácii grúp
realizovate©ných ako fundamentálne grupy symplekticky asférických variet, urobí
dobre, ke¤ si pre²tuduje práce [11] a [12].

3. Symplekticky asférické variety a Arno©dova hypotéza

Pre symplekticky asférické variety sa podarilo dokáza´ zaujímavý výsledok,
pôvodne sformulovaný V. I. Arno©dom ako hypotéza, o po£te pevných bodov hamil-
tonovských symplektomor�zmov na súvislej uzavretej symplektickej variete. Na²ím
cie©om je stru£ne predstavi´ túto problematiku. Predpokladáme, ºe £itate©, ktorý
sa bude zaujíma´ o ¤al²ie podrobnosti � £i uº o historické súvislosti, rôzne £asti
matematických teórií, ktoré tu môºeme naozaj iba na£rtnú´, alebo o ¤al²í vývoj
� si pre²tuduje pôvodné £lánky (z ktorých viaceré citujeme v texte) a tieº kniºné
zdroje, z ktorých odporú£ame najmä [14, Part IV] a [2, Ch. 8 ].

Najskôr sa pristavíme pri pojme hamiltonovského symplektomor�zmu.

3.1. Hamiltonovské symplektomor�zmy. Nech (M2n, ω) je symplektická
varieta. Jedným z bezprostredných dôsledkov nedegenerovanosti (regulárnosti) formy
ω je aj existencia izomor�zmu medzi 1-formami na M a dotykovými vektorovými
po©ami na M , teda rezmi dotykovej �brácie variety T (M) variety M . Pri tomto
izomor�zme vektorovému po©u X : M → T (M) (pripome¬me, ºe pre kaºdý bod
p ∈ M je X(p) dotykový vektor k variete M v bode p) zodpovedá 1-forma

iXω(−) = ω(X,−) : T (M) → R.

Odteraz budeme o kaºdej symplektickej variete (M2n, ω) predpoklada´, ºe je súvislá
a uzavretá. Pripomenieme, ºe difeomor�zmus medzi dvoma hladkými varietami M
a N je �hladká obdoba homeomor�zmu�, teda také hladké bijektívne zobrazenie
f : M → N , ktorého inverzné zobrazenie f−1 : N → M je takisto hladké.

Symplektomor�zmus (alebo symplektický difeomor�zmus) Φ symplektickej va-
riety (M2n, ω) na seba sa de�nuje ako taký hladký (ako vºdy v tomto texte,
hladký znamená diferencovate©ný triedy C∞) difeomor�zmus Φ : M → M , ktorý
zachováva formu ω, teda pre ktorý indukovaná forma Φ∗(ω) sa rovná forme ω.
Symplektomor�zmus Φ : M → M sa nazýva hamiltonovský, ak existuje taká
hamiltonovská izotópia (spome¬me si na homotópiu, o ktorej sme hovorili v £asti
1.1) {Ψt : M → M}t∈R, ºe Ψ0 = idM a Ψ1 = Φ. Pritom to, ºe systém zobrazení
{Ψt : M → M}t∈R je hamiltonovská izotópia znamená, ºe sp¨¬a nasledujúce ²tyri
podmienky:
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(1) systém {Ψt : M → M}t∈R je hladký v tom zmysle, ºe zobrazenie Ψ :
M × R → M , Ψ(x, t) = Ψt(x), je hladké (hovoríme tieº, ºe Ψ je hladká
izotópia od Ψ0 ku Ψ1);

(2) pre kaºdé t ∈ R je Ψt symplektomor�zmus variety M na seba;
(3) existuje taký jednozna£ne ur£ený systém vektorových polí Xt : M →

T (M), ºe
d

dt
Ψt = Xt ◦Ψt

pre v²etky t ∈ R (ke¤ºe kaºdé zo zobrazení Ψt je symplektomor�zmus,
vektorové polia Xt sú symplektické, £o znamená, ºe máme diXt

ω = 0 �
teda 1-formy iXtω sú uzavreté pre v²etky t ∈ R);

(4) v²etky 1-formy iXtω sú nielen uzavreté, ale aj exaktné. V dôsledku toho
existuje hladký systém hamiltonovských funkcií {Ht : M → R}t∈R (jeho
hladkos´ znamená, ºe zobrazenie H : M × R → R, H(x, t) = Ht(x), je
hladké) takých, ºe pre kaºdé t ∈ R máme

iXt
ω = dHt.

Teda Xt je hamiltonovské vektorové pole, zdruºené (asociované) s Ht pre
kaºdé t ∈ R; systém {Ht}t∈R je £asovo závislá (alebo parametrizovaná)
hamiltonovská funkcia na M .

Poznamenáme, ºe nie v²etky symplektické difeomor�zmy symplektickej variety M
na seba sú hamiltonovské. Napríklad (poz. [15]), dvojrozmerný torus T 2 = S1 ×
S1 môºeme ako hladkú varietu stotoºni´ tieº s faktorovou varietou R2/Z2. Potom
priradenie (x, y) 7→ (x + 1

2 , y) de�nuje oto£enie, ktoré je symplektickým, ale nie je
hamiltonovským symplektomor�zmom na tore.

3.2. Arno©dova hypotéza. V 60-tych rokoch 20. storo£ia ruský matematik
V. I. Arno©d sformuloval hypotézu, ktorá podnietila rozsiahly ¤al²í výskum v sym-
plektickej geometrii a topológii, trvajúci vlastne aº doteraz. Arno©dova hypotéza
pôvodne hovorila iba o ur£itých difeomor�zmoch dvojrozmerného toru T 2 na seba,
ale neskôr sa ustálila v nasledujúcej podobe.

Arno©dova hypotéza. Nech (M,ω) je (súvislá a uzavretá) symplektická va-
rieta. Nech Crit(M) ozna£uje minimálny po£et kritických bodov kaºdej hladkej reál-
nej funkcie M → R (ak f : M → R je hociktorá hladká reálna funkcia na M ,
tak po£et takých bodov x ∈ M , ºe diferenciál dfx : T (M)x → T (R)f(x)

∼= R je
nulové zobrazenie je aspo¬ Crit(M)). Nech Φ : M → M je hociktorý hamiltonovský
symplektomor�zmus variety M na seba, a nech Fix(Φ) ozna£uje po£et jeho pevných
bodov (teda takých x ∈ M , ºe Φ(x) = x). Potom

Fix(Φ) ≥ Crit(M).

Poznamenáme, ºe hamiltonovskos´ symplektomor�zmu je v tejto hypotéze pod-
statná, lebo napr. nehamiltonovský symplektomor�zmus oto£enia na dvojrozmer-
nom tore, ktorý sme spomínali na konci £asti 3.1, samozrejme nemá ani jeden pevný
bod.

Postupom £asu sa podarilo dokáza´ rôzne ²peciálne prípady Arno©dovej hy-
potézy a nieko©ko jej upravených verzií. Najskôr okolo roku 1979 Y. Eliashberg
dokázal geometrickými prostriedkami Arno©dovu hypotézu pre riemannovské plochy.
Potom ju okolo roku 1983 overili C. Conley a E. Zehnder pre torus ©ubovo©nej
párnej dimenzie. �alej napríklad H. Hofer v roku 1988 v práci [9] dokázal, ºe ak
π2(M) = 0, tak

Fix(Φ) ≥ 1 + cup(M),
kde cup(M) je kohomologická d¨ºka variety M (to je najvä£²ie také c, ºe jestvujú
v kladných dimenziách také kohomologické triedy a1, . . . , ac, ºe ich kohomologický
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sú£in a1∪· · ·∪ac je nenulový; ur£ité formuly pre odhad a metódu h©adania hodnoty
cup(M) moºno nájs´ v [13]). Je známe, ºe (pre ©ubovo©nú uzavretú varietu) máme

Crit(M) ≥ 1 + cup(M),

a teda Hofer vlastne dokázal slab²iu verziu Arno©dovej hypotézy (predpokladajúc
triviálnos´ druhej homotopickej grupy). Podobný výsledok odvodil v roku 1989 A.
Floer v [5]. K. Ono v roku 1995 v práci [17] dokázal Arno©dovu hypotézu pre slabo
monotónne symplektické variety (také, ktoré sp¨¬ali ur£itú podmienku súvisiacu s
druhou homotopickou grupou) at¤.

Ale nepochybne zaujímavú triedu variet, pre ktoré sa podarilo dokáza´ Arno©-
dovu hypotézu takpovediac v plnej sile, predstavujú práve symplekticky asférické
variety. Tento dôkaz, ktorý koncom 90-tych rokov 20. storo£ia zav¯²il Yu. Rudyak
([19]), v ur£itých fázach spolupracujúci s J. Opreom ([20]), nadviazal na úsilie a
výsledky viacerých matematikov. Analytická £as´ Rudyakovho dôkazu, ktorý neskôr
stru£ne na£rtneme, vyuºíva najmä Floerove a Hoferove výsledky. Zárove¬ tento
dôkaz podstatným spôsobom buduje na prostriedkoch a metódach algebraickej
topológie, najmä teórie homotópií, osobitne teórie �usternikovej-�nire©manovej (Lyus-
ternikovej-Shnire©manovej) kategórie topologického priestoru resp. zobrazenia.

3.3. Niektoré ¤al²ie my²lienky a fakty z algebraickej topológie. V
tejto £asti pripomenieme niektoré ¤al²ie de�nície a vlastnosti topologickej povahy,
ktoré sa nám neskôr zídu.

Povieme (napr. [2]), ºe �usternikova-�nire©manova kategória (stru£ne: kategória)
topologického priestoru X 6= ∅ je n, £o zapí²eme

cat(X) = n,

ak sa X dá pokry´ n + 1 otvorenými podmnoºinami, z ktorých kaºdá je kontrak-
tibilná v X, ale X sa nedá pokry´ n otvorenými podmnoºinami, z ktorých kaºdá je
kontraktibilná v X. Pritom podmnoºina V v X je kontraktibilná v X, ak jestvuje
taký bod x0 ∈ X, ºe inklúzia i : V ↪→ X, i(x) = x, je homotopná s kon²tant-
ným zobrazením c : V → X, c(x) = x0. Napríklad, kontraktibilný priestor má
�usternikovu-�nire©manovu kategóriu 0. �al²í príklad: pre n-sféru Sn (n ≥ 0) máme
cat(Sn) = 1. Naozaj, to vyplýva z nekontraktibilnosti Sn (1.2) a toho, ºe ako dve
pokrývajúce otvorené podmnoºiny kontraktibilné (v sebe, a tým skôr) v Sn sta£í
zobra´ Sn bez �severného pólu�, resp. Sn bez � juºného pólu�, teda Sn\{(0, . . . , 0, 1)}
a Sn \ {(0, . . . , 0,−1)}. Kaºdý z týchto podpriestorov je homeomorfný � prostred-
níctvom stereogra�ckej projekcie zo severného resp. juºného pólu � s priestorom
Rn.

V²eobecnej²ie sa de�nuje �usternikova-�nire©manova kategória (stru£ne: kategória)
zobrazenia ([2]): kategória zobrazenia f : X → Y (kde X 6= ∅) je najmen²ie také
k, ºe X = U1 ∪ · · · ∪ Uk+1, kde mnoºiny Ui ⊂ X sú otvorené v X a navy²e
zúºenie f|Ui

je homotopné s kon²tantným zobrazením pre kaºdé i = 1, . . . , k + 1.
Kategóriu zobrazenia f budeme ozna£ova´ cat(f). Samozrejme, ²peciálne máme
cat(idX) = cat(X). Pre zobrazenie f : X → Y medzi varietami (ale aj pre zo-
brazenia medzi v²eobecnej²ími priestormi) máme

cat(f) ≤ cat(X) ≤ dim(X),

cat(f) ≤ cat(Y ).

Budeme tieº potrebova´ pomerne nový pojem, ktorý sa pouºíva iba pribliºne
od 90-tych rokov minulého storo£ia, a to kategoriálnu váhu danej kohomologickej
triedy. Presnej²ie, v roku 1992 E. Fadell a S. Husseini vo svojom £lánku [3] de�-
novali kategoriálnu váhu (v úsilí o zlep²enie odhadu �usternikovej-�nire©manovej
kategórie s vyuºitím kohomologického okruhu), av²ak tak, ºe nie je homotopickým
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invariantom (£o ve©mi obmedzuje prostriedky pouºite©né na jej výpo£et). Homo-
topicky invariantnú verziu kategoriálnej váhy (jej de�níciu uvedieme o chví©u) za-
viedol Yu. Rudyak vo svojej predná²ke v American Mathematical Society Summer
Research Institute, Seattle, v roku 1996. Na odlí²enie od Faddelovej-Husseiniho
kategoriálnej váhy ju nazval striktná kategoriálna váha (po anglicky, strict category
weight); poz. [18].

Striktnú kategoriálnu váhu kohomologickej triedy u ∈ H∗(X;R) (kde R je okruh,
X je hausdor�ovský parakompaktný priestor) ozna£íme swgt(u) a de�nujeme ju ako

sup{k; f∗(u) = 0 pre v²etky také f : A → X ºe cat(f) ≤ k − 1},
kde A prebieha cez v²etky hausdor�ovské parakompaktné priestory. Pritom, ak
u = 0, tak swgt(u) = ∞.

Striktná kategoriálna váha je homotopicky invariantná, teda máme swgt(u) =
swgt(h∗(u)) pre kaºdú homotopickú ekvivalenciu h. Pre na²e potreby najdôleºitej²ie
¤al²ie vlastnosti striktnej kategoriálnej váhy sú (poz. [18], [19]):

(v1) cat(X) ≥ swgt(u) pre v²etky nenulové u ∈ H∗(X; R);
(v2) nech f : Y → X je také, ºe f∗(u) 6= 0 pre nejaké u ∈ H∗(X;R). Potom

cat(f) ≥ swgt(u) a swgt(f∗(u)) ≥ swgt(u).
(v3) swgt(x ∪ y) ≥ swgt(x) + swgt(y), kde

∪ : Hi(X, A;R)×Hj(X, B;R) → Hi+j(X, A ∪B;R)

je kohomologický sú£in (pri£om sa ºiada, aby dvojica {A,B} vyhovovala
axióme vyrezania (excízie) v X; poz. napríklad [22]).

�al²ie dve vlastnosti kategoriálnej váhy pridáme trocha neskôr.
�alej pripomenieme z teórie homotópií (napr. [22, Ch. 8, Sec. 1]), ºe pre n = 1 a

©ubovo©nú grupu G, resp. pre kaºdé prirodzené £íslo n > 1 a ©ubovo©nú komutatívnu
grupu G existuje (jediný, odhliadnuc od homotopickej ekvivalencie) lineárne súvislý
priestor K(G, n) taký, ºe homotopické grupy πi(K(G, n)) sú triviálne pre v²etky
i 6= n, a πn(K(G, n)) ∼= G. Priestor K(G, n) sa nazýva Eilenbergov-MacLaneov
priestor. Napríklad, odhliadnuc od homotopickej ekvivalencie, môºeme poveda´, ºe
K(Z, 1) je kruºnica S1, K(Z2, 1) je reálny nekone£norozmerný projektívny priestor
RP∞, K(Z, 2) je komplexný nekone£norozmerný projektívny priestor CP∞.

Nech teraz M je súvislá uzavretá varieta, nie nevyhnutne symplektická (v sku-
to£nosti sa predpoklady o M dajú e²te viac oslabi´, ale to nie je pre nás dôleºité).
Nech M̃ je univerzálny nakrývajúci priestor variety M , a nech p : M̃ → M je
univerzálne nakrytie. Teda π1(M̃) = 0 a grupa nakrývajúcich transformácií to-
hto nakrytia je izomorfná s fundamentálnou grupou π1(M). Potom K(π1(M), 1) je
vlastne klasi�kujúci priestor grupy π1(M), existuje univerzálna �brácia nad ním, a
z nej sa �brácia p : M̃ → M indukuje klasi�kujúcim zobrazením (ktoré je, odhli-
adnuc od homotópie, ur£ené jednozna£ne) f : M → K(π1(M), 1). Zobrazenie f
je charakterizované tým, ºe indukovaný homomor�zmus fundamentálnych grúp,
f# : π1(M) → π1(K(π1(M), 1)), je izomor�zmus, a dá sa o ¬om tieº dokáza´, ºe
indukuje izomor�zmy

H1(M ; Z) ∼= H1(K(π1(M), 1); Z),

H2(M ; Z)/ Im(h2) ∼= H2(K(π1(M), 1); Z),
kde Im(h2) je obraz Hurewiczovho homomor�zmu.

Naozaj, prvý z týchto dvoch izomor�zmov je zrejmý, ke¤ºe � ako vieme z £asti
(c) Hurewiczovej vety (poz. 1.2) � prvá homologická grupa H1(M ; Z) je vlastne
�prekomutovaná� fundamentálna grupa π1(M).

Pri dôkaze druhého zo spomenutých izomor�zmov môºeme a budeme (ke¤ºe
odhliadame od homotopickej ekvivalencie) zobrazenie f : M → K(π1(M), 1) bra´
ako inklúziu (napr. [22, Chap. 1]). Namiesto K(π1(M), 1) budeme ¤alej písa´ iba K.
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Teda potom môºeme uvaºova´ o topologickom páre (K, M) (s inklúziou f : M ↪→
K). Z exaktnej homotopickej postupnosti páru (K, M), v ktorej π1(M) → π1(K)
je izomor�zmus, dostávame, ºe π1(K, M) je jednoprvková mnoºina � symbolicky
(hoci to nie je grupa) napí²eme π1(K, M) = 0.

Sú£as´ou exaktnej homotopickej postupnosti páru (K, M) je tieº exaktná pos-
tupnos´

π2(K) // π2(K, M) 0 // π1(M)
∼= // π1(K) .

Z nej (π2(K) = 0) dostávame, ºe homomor�zmus π2(K, M) → π1(M) musí by´
triviálny, pri£om má by´ tieº injektívny (jadro je π2(K) = 0). Ale to je moºné iba
tak, ºe π2(K, M) = 0.

Z funktoriálnosti Hurewiczovho homomor�zmu vyplýva, ºe máme nasledujúci
�homotopicko-homologický� komutatívny diagram s exaktnými riadkami (ktoré sú
£as´ami exaktnej homotopickej resp. homologickej postupnosti):

0 //

��

π3(K, M)
∂#

∼=
//

h3

��

π2(M)

h2

��

// 0

��
H3(K; Z) // H3(K, M ; Z)

∂∗ // H2(M ; Z)
f∗ // H2(K; Z) // 0.

Z toho, ºe π1(K, M) = 0, π2(K, M) = 0 a z Hurewiczovej vety vyplýva,
ºe h3 : π3(K, M) → H3(K, M ; Z) je surjekcia, pri£om tieº H1(K, M ; Z) = 0 a
H2(K, M ; Z) = 0. Potom z uvedeného komutatívneho diagramu dostaneme, ºe

Im(∂∗) = Im(∂∗ ◦ h3) = Im(h2 ◦ ∂#) = Im(h2),

ke¤ºe ∂# je izomor�zmus. Z toho vyplýva, ºe naozaj máme

H2(M ; Z)/ Im(h2) ∼= H2(M ; Z)/ Im(∂∗) ∼=
∼= H2(M ; Z)/ Ker(f∗) ∼=
∼= H2(K; Z),

ke¤ºe f∗ : H2(M ; Z) → H2(K; Z) je epimor�zmus.
Teraz môºeme pre symplekticky asférickú varietu (M2n, ω) podmienku ω|π2(M) =

0 vyjadri´ iná£, a to takto.

Podmienka. Podmienka ω|π2(M) = 0 je splnená práve vtedy, ke¤ jestvuje taká
kohomologická trieda ωK ∈ H2(K; R), ºe f∗(ωK) = [ω].

Naozaj, najskôr predpokladajme, ºe pre nejaký prvok ωK ∈ H2(K; R) máme
f∗(ωK) = [ω]. Z �homotopicko-homologického� diagramu, o ktorom sme hovorili
pred chví©ou, vieme, ºe Im(∂∗) = Im(h2). Preto máme f∗ ◦h2 = 0 (ke¤ºe Ker(f∗) =
Im(∂∗) = Im(h2)). Z prirodzenosti (funktoriálnosti) izomor�zmu, ktorý máme z
vety o univerzálnych koe�cientoch dostávame komutatívny diagram

H2(K; R)
∼=(=) //

f∗

��

Hom(H2(K; Z), R)

(f∗)
#

��
H2(M ; R)

∼=(=)// Hom(H2(M ; Z), R).

Teraz pre ©ubovo©ný prvok z ∈ π2(M) rátajme hodnotu [ω](h2(z)). Budeme
ma´, samozrejme po stotoºnení H2(K; R) s Hom(H2(K; Z), R), resp. stotoºnení
H2(M ; R) s Hom(H2(M ; Z), R):

[ω](h2(z)) = f∗(ωK)(h2(z)) = (f∗)#(ωK)(h2(z)) =
= ωK ◦ f∗(h2(z)) = ωK(f∗ ◦ h2(z)) = ωK(0) = 0,
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ke¤ºe f∗ ◦ h2 = 0.
E²te dokáºeme opa£nú implikáciu. Predpokladajme, ºe ω|π2(M) = 0, a teda

máme [ω](h2(z)) = 0 pre kaºdé z ∈ π2(M). De�nujme kohomologickú triedu ωK ∈
H2(K; R) = Hom(H2(K; Z), R) takto. Vieme, ºe

H2(K; Z) ∼= H2(M ; Z)/ Ker(f∗) ∼= H2(M ; Z)/ Im(h2).

Pre kaºdé x ∈ H2(K; Z) de�nujeme

ωK(x) = [ω](y),

kde y ∈ H2(M ; Z) je (hociktoré) také, ºe f∗(y) = x. Takto je ωK dobre de�nované,
lebo ak f∗(y) = x = f∗(y′), tak y − y′ ∈ Ker(f∗), a teda [ω](y − y′) = 0, ke¤ºe
Ker(f∗) = Im(h2) a [ω]| Im(h2) = 0. Samozrejme, priamo z de�nície máme f∗(ωK) =
[ω] (lebo, pre kaºdé y ∈ H2(M ; Z), f∗(ωK)(y) = (f∗)#(ωK)(y) = ωK ◦ f∗(y) =
[ω](y)).

3.4. �usternikova-�nire©manova kategória symplekticky asférickej va-
riety. Aby sme mohli ur£i´ �usternikovu-�nire©manovu kategóriu (©ubovo©nej) sym-
plekticky asférickej variety, potrebujeme k vlastnostiam (v1), (v2), (v3) striktnej
kategoriálnej váhy prida´ e²te ¤al²ie dve ([19]):

(v4) kaºdý nenulový prvok z kohomologickej grupy Hs(K(G, 1);R), s ≥ 2 (G
je ©ubovo©ná (diskrétna) grupa, R je ©ubovo©ný komutatívny okruh) má
striktnú kategoriálnu váhu aspo¬ s;

(v5) ak X je hausdor�ovský parakompaktný topologický priestor a g : X →
K(π1(X), 1) je také zobrazenie, ºe g∗(ā) = a 6= 0 pre nejaké ā ∈ H2(K(π1(X), 1);R)
resp. a ∈ H2(X;R), tak swgt(a) ≥ 2.

Teraz uº môºeme sformulova´ a (vynechajúc dôkazy vlastností striktnej kate-
goriálnej váhy resp. �usternikovej-�nire©manovej kategórie) aj dokáza´ nasledujúcu
vetu.

Veta o kategórii symplekticky asférickej variety. Nech (M,ω) je
2n-rozmerná súvislá uzavretá symplekticky asférická varieta. Potom cat(M) = 2n.

Na£rtneme dôkaz tohto tvrdenia. Predov²etkým, máme ω|π2(M) = 0. Teda, ako
sme videli v 3.3, jestvuje taký prvok ωK ∈ H2(K; R), ºe f∗(ωK) = [ω] 6= 0, kde
f : M → K(π1(M), 1) je klasi�kujúce zobrazenie univerzálneho nakrytia p : M̃ →
M . Ke¤ºe v kohomológiách indukovaný homomor�zmus f∗ je homomor�zmom
okruhov, máme potom

f∗(ωK
n) = [ω]n 6= 0.

S vyuºitím vlastností striktnej kategoriálnej váhy dostávame (poz. (v5)), ºe swgt([ω])
je aspo¬ 2. Z toho vyplýva (poz. (v3)), ºe

swgt([ω]n) ≥ 2n,

a teda (poz. (v1))
cat(M) ≥ 2n.

Na druhej strane, vieme, ºe
cat(M) ≤ 2n,

a teda celkovo máme
cat(M) = 2n.

Z tohto pre kritické body reálnych funkcií na symplekticky asférickej variete
M2n vyplýva, ºe

1 + 2n = 1 + cat(M) ≤ Crit(M) ≤ 1 + 2n,

a preto
Crit(M) = 1 + 2n.
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3.5. Záver: dôkaz Arno©dovej hypotézy pre symplekticky asférické
variety. Na to, aby sme dokázali Arno©dovu hypotézu pre symplekticky asférické
variety sta£í uº iba vyuºi´ nasledujúcu vetu, ktorá sa dá dokáza´ skombinovaním
Floerových, Hoferových, Conleyho, Zehnderových a Rudyakových úvah a výsledkov.
Pre lep²iu orientáciu v rôznych súvislostiach odporú£ame pozrie´ si [2, 8.2] alebo
[19], vrátane poznámky 1 v tom istom £lánku o pôvodnej Floerovej podmienke
([5]), ºe má by´ nielen [ω]|π2(M) = 0, ale aj c1|π2(M) = 0, kde c1 je prvá Chernova
trieda (dotykovej �brácie) variety M (pripomíname, ºe na dotykovej �brácii vari-
ety (M2n, ω) je prirodzená komplexná ²truktúra J , kompatibilná so symplektickou
formou ω v tom zmysle, ºe ω(·, J ·) je riemannovská metrika na M). Ako zdroj
informácií o Chernových a iných charakteristických triedach vektorových �brácií
odporú£ame [16] a [10].

Veta. Ak Φ : M → M je hamiltonovský symplektomor�zmus, tak sa dá nájs´
kompaktný metrický priestor X a také τ : X → M , ºe v kohomológiách induko-
vaný homomor�zmus τ∗ : H∗(M ;R) → H∗(X;R) je monomor�zmus pre kaºdý
komutatívny okruh koe�cientov R. Navy²e máme

Fix(Φ) ≥ 1 + cat(τ).

V¤aka tejto vete uº ©ahko vidno, ºe ak (M2n, ω) je súvislá uzavretá symplek-
ticky asférická varieta a τ : X → M je spomenuté zobrazenie, tak

cat(M) = cat(τ) = Crit(M)− 1.

Naozaj, máme [ω]n 6= 0, ale τ∗ : H∗(M ;R) → H∗(X;R) je monomor�zmus, a teda
tieº máme τ∗([ω]n) 6= 0. Z vlastností striktnej kategoriálnej váhy potom vyplýva,
ºe

2n = cat(M) ≥ cat(τ) ≥ swgt([ω]n) ≥ 2n,

a tak napokon
cat(M) = cat(τ) = 2n = Crit(M)− 1.

Pre symplekticky asférické variety sa Arno©dova hypotéza naplno potvrdila,
ke¤ Rudyak dokázal nasledujúcu vetu.

Arno©dova-Rudyakova veta. Nech (M2n, ω) je taká súvislá uzavretá sym-
plektická varieta, ºe ω|π2(M) = 0 (teda varieta M je symplekticky asférická). Potom
máme pre kaºdý hamiltonovský symplektomor�zmus Φ : M → M , ºe

Fix(Φ) ≥ Crit(M) = 2n + 1.

Naozaj je to tak. Totiº, pod©a toho, £o sme povedali, máme

Fix(Φ) ≥ 1 + cat(τ) = 1 + 2n = 1 + Crit(M)− 1 = Crit(M).
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